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Ziele der Arbeit

Die vorliegende Arbeit wurde angeregt dur
h einen Artikel von P. Havas und

J. Sta
hel [1℄. In diesem werden näherungsweise explizit Poin
aré-invariante re-

lativistis
he Systeme mit endli
h vielen Freiheitsgraden bis zur ersten Ordnung

in Potenzen von

1




2

im Hamiltonformalismus behandelt. Insbesondere werden die

Erzeugenden der Poin
aré-Gruppe bere
hnet. Es wird auf einen späteren Artikel

verwiesen, in dem spezielle We
hselwirkungen, die eine Wahl der Ortskoordinate

als kanonis
he Koordinate erlauben, bis zur zweiten Ordnung in

1




2

auf analoge

Weise behandelt werden sollen. Dieser Artikel ist nie ers
hienen.

Na
h [2℄ enthalten Lagrangefunktionen, die forminvariant unter Poin
aré-Trans-

formationen sind und physikalis
h relevante Systeme we
hselwirkender Teil
hen

bes
hreiben, ab der zweiten Ordnung in

1




2

stets höhere Zeitableitungen q

(i)

�

,

1 < i � n der Ortskoordinaten. Da die hö
hsten Zeitableitungen in höheren

Ordnungen von

1




2

auftreten, ist die Hesse-Matrix

�

2

L

�q

(n)

�

�q

(n)

�

auf dem Ring der Po-

lynome in

1




2

ni
ht invertierbar. Man nennt sol
he Lagrangefunktionen singulär

und von höherer Ordnung (in den Zeitableitungen).

Wir wollen für die post-Newtons
hen Lagrangefunktion in harmonis
her Ei
hung

und die post-Coulombs
hen Lagrangefunktionen in Lorentz-Ei
hung (beide sind

forminvariant unter Poin
aré-Transformationen) unter Verna
hlässigung dissipa-

tiver Terme den Übergang zum singulären Hamiltonformalismus höherer Ordnung

dur
hführen (vgl. [3℄). Die zugehörige symplektis
he Form auf dem reduzierten

Phasenraum ist in Koordinaten ges
hrieben die Dira
-Klammer. Es soll gezeigt

werden, dass ab der zweiten Ordnung in

1




2

gilt:

I. Eine Wahl der Ortskoordinate als kanonis
he Koordinate ist ni
ht mögli
h.
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Für das post-Newtons
he Zweiteil
hen-System wollen wir bis zur dritten und für

das post-Coulombs
he Zweiteil
hen-System bis zur zweiten Ordnung in

1




2

zeigen:

II. Man kann in�nitesimale Erzeugende verallgemeinerter kanonis
her Transfor-

mationen �nden, die eine Darstellung der Poin
aré-Algebra bezügli
h der Dira
-

Klammer sind.

III.Mit der physikalis
hen Forderung, dass es si
h bei diesen um die Erzeugenden

von zeitli
her und räumli
her Translation, Drehung und spezieller Lorentztrans-

formation handelt (Orts- und Impulskoordinaten also entspre
hend transformie-

ren), sind die Erzeugenden eindeutig bestimmt.

Die expliziten Ausdrü
ke für die in�nitesimalen Erzeugenden sollen für das post-

Newtons
he bzw. post-Coulombs
he System bis zur dritten bzw. bis zur zweiten

Ordnung in

1




2

bestimmt werden.
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Notation

Allgemeine Bezei
hnungen

" =

1




2

.

1pN-Näherung: erste post-Newtons
he Näherung.

2pN-Näherung: zweite post-Newtons
he Näherung.

usw.

1pC-Näherung: erste post-Coulombs
he Näherung.

usw.

f

0pN=C

Funktion f in Newtons
her/Coulombs
her Näherung.

f

1pN=C

Funktion f in erster post-Newtons
her/post-Coulombs
her Näherung.

usw.

f

(0)

Funktion f bis zur nullten Ordnung in

1




2

bere
hnet.

f

(1)

Funktion f bis zur ersten Ordnung in

1




2

bere
hnet.

usw.

n

f n-te Ordnung (in

1




2

) der Funktion f .

n

f

N

n-te Ordnung einer post-Newtos
hen Gröÿe.

n

f

C

n-te Ordnung einer post-Coulombs
hen Gröÿe.

Mannigfaltigkeit: endli
hdimensionale C

1

Mannigfaltigkeit.

Ring der Polynome in

1




2

modulo Terme in

1




2n+2

: R[

1




2

℄=[

1




2n+2

℄.

Indizes und Metrik

Signatur der Metrik: (�;+;+;+).

Lorentz-Metrik: �

��

.

Metris
her Tensor: g

��

.

grie
his
he Indizes: �; �; �; �; �; � = 0; : : : ; 3.

lateinis
he Indizes: a; b Teil
hennummern.
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lateinis
he Indizes: i; j; k = 1; : : : ; 3 (gelegentli
h wird k au
h anders verwendet).

grie
his
he Indizes: �; � bezei
hnen ein Paar (a; i).

lateinis
he Indizes: k; l;m: geht jeweils aus dem Text hervor.

Einheiten und Naturkonstanten

Es wird das 
gs-System verwendet.

Li
htges
hwindigkeit: 
 � 2:99792458 � 10

10


m s

�1

.

Newtons
he Gravitationskonstante G = 6:673::: � 10

�6


m

3

s

�2

g

�1

.

Einsteins
he Gravitationskonstante � = 2:076::: � 10

�48


m

�1

s

2

g

�1

.

Ableitungen und Di�erentialoperatoren

Zeitableitungen: Kennzei
hnung dur
h _x; �x; : : : oder x

(1)

; x

(2)

; : : :

oder

d

dt

;

d

2

dt

2

; : : :.

Partielle Ableitungen: (:::)

;�

, �

�

,

�(:::)

�x

�

.

Kovariante Ableitungen: (:::)

;�

, r

�

.

Variationsableitung na
h q(t):

Æ(:::)

Æq

.

�

�

= �

��

�

�

�

�

.

�

g

= r

�

r

�

.

Singulärer Lagrangeformalismus höherer Ordnung

Koordinaten: q

m

; m = 1; : : : ; f .

Lagrangefunktion: L(q; q

(1)

; :::; q

(n)

):

Unabhängige Variablen des Kon�gurationsraumes: q

m

; q

(1)

m

; : : : ; q

(2n�1)

m

.

1

Dimension des Kon�gurationsraumes: 2n � f:

Hesse-Matrix: H

lm

=

�

2

L

�q

(n)

l

�q

(n)

m

.

Anzahl der Zwangsbedingungen (
onstraints): K.

Dimension der Zwangsbedingungs�ä
he: g = 2n � f �K Zwangsbedingungen: C

w

(vollständiger Satz: w = 1; : : : ; K).

1

Man bea
hte die allgemein übli
he Verwendung derselben Bezei
hnung für die Zeitablei-

tungen des Koordinatenvektors und der entspre
henden Variablen des Kon�gurationsraumes.

8



Rang der Matrix H: rkH

ab

.

Singulärer Hamiltonformalismus höherer Ordnung

Koordinaten: q

m

; q

(1)

m

; : : : ; q

(n�1)

m

; m = 1; : : : ; f .

Ostrogradski-Impulse: �

0m

; : : : ;�

(n�1)m

.

Poisson- oder Ostrogradski-Klammer: f:; :g.

Anzahl der Zwangsbedingungen: K.

Zwangsbedingungen: �

k

(vollständiger Satz: k = 1; : : : ; K).

Zwangsbedingungen zweiter Klasse: 


k

.

Zwangsbedingungs�ä
he (
onstraint surfa
e): �.

Matrix der Poisson-Klammern der Zwangsbedingungen: C

kl

(Teil I), D

��

(Teil

II).

Dira
-Klammer: f:; :g

�

.

Kanonis
h konjugierte Koordinaten bezügli
h f:; :g

�

: Q

ai

; P

ai

.

Phasenraumfunktion F , ausgedrü
kt dur
h kanonis
he Koordinaten:

~

F = F (q

m

(Q;P ); :::;�

(n�1)m

(Q;P )) = F j

q(Q;P );�(Q;P )

.

fF;Gg

�

j

q(Q;P );�(Q;P )

= f

~

F ;

~

Gg

Q;P

=

P

g=2

m=1

�

~

F

�Q

m

�

~

G

�P

m

�

�

~

G

�Q

m

�

~

F

�P

m

.

n

~

F n-te Ordnung der Funktion

~

F .

Eine Glei
hheit, die nur auf der Zwangsbedingungs�ä
he gilt, wird dur
h ���

ausgedrü
kt.

In�nitesimale Erzeugende

Zeittranslation: H.

Räumli
he Translation: P

i

.

Drehung: J

i

.

Lorenztransformation: G

i

.

Galileitransformation: G

(0)i

.

In�nitesimale Erzeugende (verallgemeinerter) kanonis
her Transformationen wer-

den analog bezei
hnet.
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Gröÿen im Zweiteil
hensystem

Massen der Punktteil
hen: m

1

; m

2

.

Gesamtmasse: M = m

1

+m

2

.

Ladungen der Punktteil
hen: e

1

; e

2

.

Ortskoordinatenvektoren: x

1

; x

2

.

Abs
hnitte 1.3.3, 1.4.1, 1.4.2: x

1

;x

2

.

Ges
hwindigkeitskoordinatenvektoren: _x

1

� x

(1)

1

; _x

2

� x

(1)

2

.

Bes
hleunigungskoordinatenvektoren: �x

1

� x

(2)

1

; �x

2

� x

(2)

2

.

Gewöhnli
he Impulskoordinatenvektoren: p

1

; p

2

Ostrogradski-Impulskoordinatenvektoren: �

01

;�

02

; �

11

;�

12

.

Abstand der Punktteil
hen r = jx

1

� x

2

j.

n

12

=

x

1

�x

2

r

, n

21

=

x

2

�x

1

r

.

Skalarprodukt zweier Vektoren u; v: (u v) =

P

3

j=1

u

i

v

i

.

Kanonis
h konjugierte Koordinaten bezügli
h f:; :g

�

: Q

ai

; P

ai

.

Vektoren dieser Koordinaten: Q

a

; P

a

.

fF;Gg

�

j

q(Q;P );�(Q;P )

= f

~

F ;

~

Gg

Q;P

=

P

2

a=1

P

3

i=1

�

~

F

�Q

ai

�

~

G

�P

ai

�

�

~

G

�Q

ai

�

~

F

�P

ai

.

Lagranges
he Zwangsbedingungen:

�m

a

x

(r)

�

+

P

2

s=0

"

s

B

�;r;s

(x; x

(1)

) = O("

3

) oder O("

4

); r = 2; 3

(Näheres in Abs
hnitt 6.2).

Hamiltons
he Zwangsbedingungen zweiter Klasse: !

1�

� !

�

; �

1�

� �

�

.

Matrix der Poisson-Klammern der Zwangsbedingungen: D

��

.
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Teil I

Theoretis
he Grundlagen
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Kapitel 1

Post-Newtons
he und

post-Coulombs
he

Langrangefunktionen

1.1 Motivation

1.1.1 Dynamik in der Allgemeinen Relativitätstheorie

In der Allgemeinen Relativitätstheorie wird ein Körper dur
h einen verbundenen

Teil der Raumzeit mit ni
ht vers
hwindendem Energie-Impuls-Tensor repräsen-

tiert [4, S.484℄. Bes
häftigt man si
h mit der Bewegung und Gravitationswellen-

abstrahlung von astrophysikalis
hen Objekten, werden diese Körper als räumli
h

kompakte

1

zeitartige �Weltröhren� modelliert. Für die meisten so modellierten

physikalis
h relevanten Fälle sind aber keine exakten Lösungen der Einstein-

Glei
hung bekannt.

Einen mögli
hen Ausweg bietet die post-Newtons
he Näherung: Mit ihr ist es

mögli
h, dur
h Näherung der Einstein-Glei
hung im Fall s
hwa
her Felder und

kleiner Ges
hwindigkeiten Mehrkörperprobleme in einer Art zu behandeln, die

si
h stark an die Newtons
he Me
hanik anlehnt: Die Körper können als Massen-

punkte, genauer als Massenmonopole (bezügli
h des Ruhesystems des einzelnen

Körpers) bes
hrieben werden. Dies ist für Zweikörper-Systeme bis zur 3. post-

Newtons
hen Ordnung (tatsä
hli
h sogar bis 3.5pN) explizit dur
hgeführt wor-

1

Der S
hnitt des Trägers mit raumartigen Hyper�ä
hen ist kompakt.

12



den. Man kann bis zu dieser Ordnung zeigen, dass au
h kompakte Objekte mit

starker Selbstgravitation (Neutronensterne, S
hwarze Lö
her) so bes
hrieben wer-

den können, sofern die Abstände zwis
hen ihnen groÿ genug sind[5, S.80�℄,[6℄. Für

die Massenpunkte werden im Rahmen der Näherung Bewegungsglei
hungen ge-

funden, die die Bes
hleunigungen explizit als Funktionen von Ort und Ges
hwin-

digkeit angeben.

Ab 2.5pN setzt die Rü
kwirkung der Abstrahlung von Gravitationswellen ein.

Die Gravitationswellen, die von Binärsystemen kompakter Objekte abgestrahlt

werden, sollten von den im Bau be�ndli
hen Gravitationswelleninterferometern

(Geo600, LIGO, VIRGO,...) detektierbar sein, wodur
h die Bere
hnung von Bewe-

gungsglei
hungen in höherer post-Newtons
her Ordnung zusätzli
h an Relevanz

gewinnt.

Ab 4pN beginnt ein als Rü
kstreuung (ba
k-s
attering) bekannter E�ekt: Abge-

strahlte Gravitationswellen erzeugen neue Gravitationswellen, die wiederum die

Quelle beein�ussen. Die Bere
hnung einer 4pN-Approximation der Einsteins
hen

Feldglei
hung wird dadur
h erhebli
h ers
hwert. Vollständig bekannt sind die Ap-

proximationen bis 3.5pN für zwei Punktquellen.

1.1.2 Hamilton-Formalismus in der Elektrodynamik

In der Elektrodynamik hängen die Kräfte an einem bestimmten Punkt aufgrund

der endli
hen Ausbreitungsges
hwindigkeit der elektromagnetis
hen Felder vom

Bewegungszustand der Quellen zu einer früheren (retardierten) Zeit ab. Die üb-

li
hen Lagrange- und Hamiltonfunktionen hängen aber nur vom momentanen

Bewegungszustand ab (Annahme einer direkten We
hselwirkung). Diese gewisse

Unverträgli
hkeit der Hamiltons
hen Formulierung mit der Lorentzinvarianz ei-

ner Theorie, die ja stets eine Retardierung na
h si
h zieht, manifestiert si
h in

dem folgenden von H. Leutwyler bewiesenen Satz [7℄, vgl. au
h [8℄, [9℄:

Für lorentzinvariante Systeme mit endli
h vielen Freiheitsgraden (n-Teil
hen-

Systeme) gilt das no-intera
tion-Theorem: Es seien die Ortskoordinaten q

i

und

entspre
hende Impulse p

i

kanonis
he Koordinaten und H, P

i

, J

i

und G

i

die Er-

zeugenden der Poin
are-Gruppe bezügli
h der Poisson-Klammer f : ; : g. Ist die

Hamiltonfunktion lorentzinvariant, so vers
hwindet die Bes
hleunigung aller Teil-


hen. Es handelt si
h also stets um eine freie Theorie.

Für eine Lagrangefunktion kausal we
hselwirkender Teil
hen mit endli
h vielen

13



Freiheitsgraden folgt aus exakter Poin
aré-Invarianz, dass sie von unendli
her

Ordnung sein muss, also zeitli
he Ableitungen q

(n)

(t) mit beliebig hohem n auf-

treten [10℄. Aus mathematis
her Si
ht sind sol
he Lagrangefunktionen problema-

tis
h, da Konvergenz und damit Wohlde�niertheit des Ausdru
ks ni
ht gesi
hert

sind [11℄.

Dur
h entspre
hende Wahl von Randbedingungen

2

kann man errei
hen, dass ein

System zweier geladener Teil
hen zu keiner Zeit Energie emittiert (Feynman-

Wheeler-Elektrodynamik) [12℄. Das System ist dann konservativ und man kann ei-

ne ni
ht explizit zeitabhängige Lagrangefunktion als Entwi
klung in 


�n

aufs
hrei-

ben. Dur
h Verna
hlässigen höherer Terme gelangt man zur post-Coulombs
hen

Näherung [13℄.

Mit Hilfe dieser Entwi
klung gelingt es auf einfa
he Weise, relativistis
he Korrek-

turen in die Lagrange-Funktion der We
hselwirkung geladener Teil
hen einzubrin-

gen. Bekanntestes Beispiel ist die Darwin-(1pC-)Lagrangefunktion. Die Quanti-

sierung bereitet keinerlei Probleme und führt zur Breit-Glei
hung und damit zur

Erklärung der Feinstruktur-Aufspaltung beim Wassersto�-Atom[14℄.

Bei der 1.5ten post-Coulombs
hen-Ordnung (1.5pC) setzen übli
herweise Verluste

dur
h Dipolstrahlung ein [15, S. 209℄. Bei Annahme von e

i

=m

i

= e

j

=m

j

(z.B.

stoÿende Protonen oder entspre
hende Atomkerne) treten Strahlungs-Verluste

aber erst bei 2.5pC auf [16℄,[15℄. Physikalis
h sinnvoll ist die Verwendung der

Feynman-Wheeler-Elektrodynamik also nur bis 2.5pC.

1.2 Ei
hungen in Allgemeiner Relativitätstheorie

und Elektrodynamik

1.2.1 Unterbestimmtheit von g

��

Die Bestimmungsglei
hung für die Grundgröÿe der Gravitationstheorie, das me-

tris
he Feld g

��

, ist die Einstein-Glei
hung

G

��

= �T

��

(1.1)

2

Allerdings sind diese Randbedingungen ni
ht physikalis
h.
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mit

� =

8�G




4

(1.2)

und dem Einstein-Tensor

G

��

= R

��

�

1

2

Rg

��

: (1.3)

Neben den algebrais
hen Symmetrieeigens
haften des Riemanns
hen Krümmungs-

tensors R

�

���

(die die Anzahl der mögli
hen unabhängigen Komponenten auf 20

eins
hränken), gibt es au
h eine di�erentielle Symmetrie (die die relativen Werte

der Tensorkomponenten an vers
hiedenen Punkten eins
hränkt). Ihrer Wi
htig-

keit wegen trägt sie einen eigenen Namen, Bian
hi-Identität (z. B. [17, S. 81℄, [18,

S. 146℄):

R

��[��;�℄

� 0: (1.4)

Dabei bedeutet [:::℄, dass über die geraden Permutationen der einges
hlossenen

Indizes summiert wird. Für den Ri

i-Tensor R

��

= R

�

���

bzw. den Einstein-

Tensor lässt si
h damit die reduzierte Bian
hi-Identität

(R

�

�

�

1

2

R Æ

�

�

)

;�

= G

�

�;�

� 0 (1.5)

ableiten. Damit ist einerseits (via Einsteinglei
hung) die Energie-und Impulserhal-

tung (T

��

;�

= 0) in der gekrümmten Raumzeit gesi
hert, andererseits impliziert

die Eigens
haft (1.5) von G

�

�

, dass nur se
hs der zehn algebrais
h unabhängi-

gen Glei
hungen (1.1) wirkli
h unabhängig sind. Für die zehn Freiheitsgrade des

metris
hen Tensors g

��

stehen also nur se
hs Bestimmungsglei
hungen zur Ver-

fügung, die Einsteinglei
hung bestimmt nur Äquivalenzklassen von metris
hen

Feldern.

Die verbliebenen Freiheitsgrade gewährleisten die Freiheit der Koordinatenwahl.

Erfüllt eine Metrik g die Einsteinglei
hung, so gilt dies in jedem Koordinatensy-

stem. Die Einsteinglei
hung ist gegenüber Koordinatentransformationen formin-

variant: Erfüllen g

��

und g

�

0

�

0

g

�

0

�

0

=

�x

�

�x

�

0

�x

�

�x

�

0

g

��

; (1.6)

so gehen sie in der glei
hen funktionalen Form in die Einsteinglei
hung ein. Tat-

sä
hli
h besitzt g damit genau vier Freiheitsgerade: Man kann vier Komponenten

von g

�

0

�

0

beliebig wählen und Glei
hung (1.6) als Di�erentialglei
hung für x

�

0

(x

�

)
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au�assen. Damit erhält man ein Koordinatensystem, in dem g die gewüns
hten

vier Komponentenfunktionen besitzt.

Da ein Di�eomorphismus �, der den Riemanns
hen Raum auf si
h abbildet, lokal

als einfa
her Karten- oder Koordinatensystemwe
hsel interpretiert werden kann,

resultiert aus der lokalen Freiheit der Wahl des Koordinatensystems eine globale

Ei
hinvarianz unter der Di�eomorphismengruppe des Riemanns
hen Raums.

1.2.2 Die harmonis
he Ei
hung

Die vier verbliebenen Freiheitsgrade des metris
hen Tensors können dur
h Ei
hbe-

dingungen �xiert werden. Das ist glei
hbedeutend mit der Wahl eines bestimm-

ten Koordinatensystems. Häu�g lässt si
h die Lösung der Feldglei
hungen mit

einer dem Problem angepassten Wahl stark vereinfa
hen. Die in der vorliegenden

Arbeit verwendeten post-Newtons
hen Gröÿen sind dur
hgehend in der harmo-

nis
hen (oder de Donder -) Ei
hung gegeben. Die Ei
hbedingungen sind:

g

��

�

�

��

= 0 () (

p

�gg

��

)

;�

= 0 (1.7)

Diese (ni
ht kovarianten) Bedingungen sind äquivalent zu

�

g

x

�

= 0 (1.8)

mit dem kovarianten d'Alembertoperator �

g

= r

�

r

�

: Da x

�

ni
ht die Kompo-

nenten eines Vektorfeldes sind, sondern ledigli
h vier reelle Funktionen (skalare

Felder), folgt x

�

;�

= x

�

;�

und damit

0 = �

g

x

�

(1.9)

= g

��

�

�

�

�

x

�

� g

��

�

�

��

�

�

x

�

(1.10)

= �g

��

�

�

��

: (1.11)

Um zu zeigen, dass diese Ei
hung zugängli
h ist (dass also immer ein Repräsen-

tant der Ei
hbedingung genügt), transformiert man g

��

�

�

��

in ein Koordinaten-

system x

�

0

, in dem die Bedingung (1.7) erfüllt sein soll. Na
h Verjüngen mit g

�

0

�

0

und Einsetzen von (1.7) in gestri
henen Koordinaten ergibt si
h eine partielle
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Di�erentialglei
hung zweiter Ordnung [18, S.162℄

g

��

�

2

x

�

0

�x

�

�x

�

=

�x

�

0

�x

�

g

��

�

�

��

(1.12)

aus der im Prinzip immer entspre
hende Koordinaten x

�

0

(x

�

) ermittelt werden

können. Eine a�n-lineare Koordinatentransformation

x

�

�! x

�

0

= A

�

0

�

x

�

+ a

�

0

(1.13)

respektiert die Ei
hung, wie man mit der Form (1.8) der Ei
hbedingung lei
ht

sieht: � ist unter der Di�eomorphismengruppe des Riemanns
hen Raumes inva-

riant (also insbesondere unter (1.13)) und als Ableitungsoperator au
h linear, so

dass mit (1.8) au
h �x

�

0

= 0 gilt.

Andere in der post-Newtons
hen Näherung verwendete Ei
hungen sind die ADM-

Ei
hung [19, S.227�℄ oder die Standard-post-Newtons
he-Ei
hung [4, S. 272f℄

1.2.3 Unterbestimmtheit von A

�

Eine analoge Situation �ndet si
h in der Elektrodynamik (und in anderen Ei
h-

theorien). Die Grundgröÿe der Elektrodynamik ist, wie uns die Quantenme
hanik

lehrt (Aharanov-Bohm-E�ekt, Quantisierung des magnetis
hen Flusses), ni
ht

der elektromagnetis
he Feldtensor F

��

, sondern das Viererpotential A

�

. In den

Feldglei
hungen (z. B. [20, S. 150℄, [21, S. 644℄)

�

�

F

��

=

4�




j

�

(1.14)

�

�

F

���

= 0 (1.15)

mit dem dualen Feldtensor

F

���

=

1

2

"

����

F

��

(1.16)

ers
heint A

�

nur als

F

��

= �

�

A

�

� �

�

A

�

: (1.17)

Die Ei
htransformation

A

�

�! A

0�

= A

�

+ �

�

� (1.18)
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geht also in die Feldglei
hungen gar ni
ht ein. Damit bestimmen die Maxwell-

glei
hungen nur A

�

modulo einer Ei
htransformation, also eine Äquivalenzklasse

von Viererpotentialen. Alle physikalis
hen Aussagen sind dabei unabhängig von

der Wahl des Repräsentanten, d. h. des speziellen A

�

. Das Analogon zur allge-

meinen Kovarianz der Einstein-Glei
hung ist also ni
ht die Lorentzinvarianz der

Maxwell-Glei
hungen sondern die Ei
hinvarianz unter (1.18).

1.2.4 Die Lorentz-Ei
hung

Bekannte Ei
hbedingungen in der Elektrodynamik sind die Coulombei
hung �

i

A

i

=

0 und die lorentzkovariante Lorentz -Ei
hung

3

�

�

A

�

= 0 (1.19)

in der die post-Coulombs
he Lagrangefunktion angegeben wird. Au
h diese Ei-


hung ist zugängli
h, wie man lei
ht zeigt: Wir haben ein � zu wählen, so dass

für A

0�

(1.19) gilt. Für � ergibt si
h daraus die Di�erentialglei
hung

0 = �

�

A

0�

(1.20)

= �

�

A

�

+�

�

�; (1.21)

mit dem �a
hen d'Alembertoperator �

�

= �

��

�

�

�

�

. Ein sol
hes � lässt si
h für

hinrei
hend glattes A

�

stets �nden, die o�ensi
htli
h vorhandene Restei
hfreiheit

erlaubt no
h eine zusätzli
he bes
hränkte Ei
htransformation

� �! �

0

= �+ � (1.22)

mit einer Lösung der homogenen Wellenglei
hung �

�

� = 0. Reduziert man die

inhomogenen Maxwellglei
hungen (1.14) mit Hilfe der Lorentz-Ei
hung, nehmen

sie die Form einer inhomogenen Wellenglei
hung

�

�

A

�

= �

4�




j

�

(1.23)

3

Gelegentli
h �ndet man au
h die Bezei
hnung Lorenz-Ei
hung (na
h ihrem Entde
ker, L.

V. Lorenz) [21, S. 279℄.
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an. (Die homogenen Maxwellglei
hungen sind wegen der Antisymmetrie des "-

Pseudotensors und (1.17) für beliebiges A

�

identis
h erfüllt.)

1.3 Ableitung der post-Newtons
hen Lagrangefunk-

tion

1.3.1 Hadamard-Regularisierung

Ab der 1pN-Näherung [18, S. 212℄, [4, S. 266, S. 566℄ ist die Regularisierung der

in den post-Newtons
hen Näherungen auftretenden Terme ni
ht mehr evident.

Insbesondere bei punktförmigen Quellen ergeben si
h komplizierte Divergenzen

der Integrale. Um diesen Integralen denno
h einen Sinn zu geben, wendet man

die Hadamards
he Regularisierungsmethode [22℄, [23℄, [24℄ an

4

:

Es sei eine Funktion F (x) auf dem R

3

gegeben, die an endli
h vielen Punkten

singulär und sonst C

1

ist. An den singulären Punkten q lasse sie eine potenzrei-

henähnli
he Entwi
klung zu:

8n 2 N ; F (x) =

X

a

0

�a�n

r

a

q

f

q;a

(n) + o(r

n

) (1.24)

Dabei sind die Exponenten a reell, diskret und dur
h a

0

na
h unten bes
hränkt.

Dann ist der Hadamards
he �partie �nie� der �endli
he Teil� bei einem beliebigen

Punkt p dur
h

(F )

p

=

Z

d


p

4�

f

p;0

(n) (1.25)

gegeben. Bei ni
htsingulären Punkten reduziert si
h das o�ensi
htli
h auf f(p).

Mit Hilfe dieser De�nition ist es au
h mögli
h, divergenten Integralen einen Wert

zuzuweisen. Dazu nimmt man an, dass die Funktion F (x) über R

3

integrierbar

ist, wenn man kleine Kugeln mit Mittelpunkt an den Singularitäten ausnimmt.

Die �gefährli
hen� Teile der Funktion mit Exponenten a � �3 werden dann im

Integranden so abgezogen, dass man am Ende den Radius der Kugeln gegen null

gehen lassen kann, ohne dass das Integral divergiert. So wird der Term mit a = �3

beim Punkt q dur
h Addition von 4� ln(s=s

q

)(r

3

q

F )

q

neutralisiert (mit beliebigem

4

Allerdings ist diese Methode ni
ht ganz zufriedenstellend, da unbestimmte Terme verblei-

ben. Eine vollständige Bestimmung gelingt mit dimensionaler Regularisierung [25℄, [26℄.
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s

q

). Auf diese Weise erhält man ein wohlde�niertes Integral [24℄, [23℄,

Pf

Z

d

3

x F: (1.26)

Die temperierten Distributionen, die auf dem Raum der Testfunktionen C

1

0

er-

klärt sind, kann man mit Hilfe der vorangegangenen De�nitionen auf den Raum

der Funktionen F(x) erweitern. So ist eine natürli
he Erweiterung der Delta-

Distribution zu einer sog. �Pseudofunktion� Pf Æ

p

dur
h

Pf

Z

d

3

x Æ

p

F := (F )

p

(1.27)

gegeben. Wie für die Distributionen kann man für sol
he Pseudofunktionen au
h

eine Ableitung de�nieren.

Die Hadamard-Regularisierung wird auf einem 3-dimensionalen euklidis
hen Raum

angewendet, der als raumartige Hyper�ä
he des vierdimensionalen Riemanns
hen

Raumes mit konstantem x

0

angesehen werden kann. Sol
h eine Wahl zei
hnet aber

ein Koordinatensystem aus, so dass die Poin
aré-Invarianz der harmonis
hen Ei-


hung und des Ansatzes (1.33) (siehe unten) ni
ht erhalten bleibt. Abhilfe s
ha�t

eine Modi�kation, die im wesentli
hen daraus besteht, dass man die Hadamard-

Regularisierung im momentanen Ruhesystem des jeweiligen Teil
hens (das dur
h

eine Lorentztransformation errei
ht werden kann) dur
hführt und dana
h dur
h

die inverse Lorentztransformation wieder ins ursprüngli
he System zurü
kkehrt.

Die dur
h diese Lorentz-Regularisierung gewonnenen Funktionswerte bezei
hnet

man mit e
kigen Klammern, [F ℄

p

, die Entspre
hung zu Pf Æ

p

mit Pf�

p

. Da nun die

Regularisierungsvors
hrift für alle Koordinatensysteme, die dur
h Lorentztrans-

formationen auseinander hervorgehen, identis
h ist, bleibt die Lorentzinvarianz

erhalten [24℄ .

1.3.2 Das Problem der Quellen

Die Quelle des Gravitationsfeldes ist der Energie-Impulstensor T

��

. �Dieser [...℄

umfaÿt alle physikalis
hen Anteile, die im Sinne der Feldglei
hungen gravitierend

wirken.� [27, S. 384℄. Darunter fallen ni
ht allein die Massendi
hte (wie in der

Newtons
hen Feldglei
hung), sondern au
h der Impuls und der Impulsstrom der

Materie, der Dru
k und Energieformen wie Wärme- oder Strahlungsenergie. Ein
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häu�g für astrophysikalis
he Probleme verwendetes Modell ist das der neutralen,

kalten, idealen Flüssigkeit. Eine sol
he besitzt den Energie-Impulstensor

T

��

= �u

�

u

�

+ p(g

��

+

u

�

u

�




2

) (1.28)

mit der Viererges
hwindigkeit u

�

=

dx

�

d�

, der Ruhemassendi
hte � (Ruheenergie-

di
hte=


2

) und dem Dru
k p, sowie einer Zustandsglei
hung p = p(�), die die

Beziehung von Dru
k und Ruheenergiedi
hte angibt [4, S. 168℄, [27, S. 428℄. Für

die post-Newtons
he Näherung ist es interessant zu prüfen, wel
her Ordnung in




2

die einzelnen Komponenten sind. Es liegt nahe anzunehmen, dass für kleine

Ges
hwindigkeiten und Massen � und p von der Ordnung 


0

(oder kleiner) sind.

Dann ergibt si
h wegen der Annahme kleiner Ges
hwindigkeiten und u

�

u

�

= �


2

:

T

00

= O(


2

) (1.29)

T

0i

= O(


1

) (1.30)

T

ij

= O(


0

): (1.31)

Energie-Impulstensoren mit einer sol
hen Dimensionierung bezei
hnet man als

�weakly stressed �.

In der Newtons
hen Gravitationsphysik ist das Finden von Lösungen für Systeme

ausgedehnter Körper in vielen Fällen aus folgenden Gründen mögli
h [5, S. 63℄:

a) Das Gravitationsfeld ist als Funktion der Massenverteilung linear, deshalb

können die Beiträge einzelner Teil
hen (oder Volumenelemente) unters
hie-

den und das Eigenfeld getrennt vom äuÿeren Feld betra
htet werden.

b) Kräfte im Innern von Körpern heben si
h aufgrund des Prinzips von a
-

tio=rea
tio auf. Dies erlaubt die De�nition eines S
hwerpunktes und die

Verna
hlässigung des Eigenfeldes bei der Bewegung.


) Das Feld sphäris
h symmetris
her Massenverteilungen hat im Auÿenraum

stets dieselbe Struktur, egal wie die radiale Verteilung explizit aussieht.

In gröÿerer Entfernung bleibt also praktis
h nur no
h die Masse und die zentra-

le Weltlinie eines näherungsweise kugelsymmetris
hen Körpers si
htbar (�Aus-

lös
hungsprinzip� (e�a
ement-prin
iple) oder plakativer �Grinsekatzen-Prinzip�

- das zurü
kbleibende �Grinsen� entspri
ht der Masse [5, S. 86f℄), eine Rotation

kann dur
h Einführung eines Spins berü
ksi
htigt werden. Man kann daher sol
he

Körper gut dur
h einen Massenpunkt glei
her Masse auf der zentralen Weltlinie
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ersetzen.

Bekanntli
h hängt au
h die äuÿere S
hwarzs
hild-Lösung der Einstein-Glei
hung

nur von einem Parameter M, der asymptotis
h mit der Newtons
hen Masse

des Körpers übereinstimmt, ab und ni
ht von der radialen Massenverteilung.

Da die Einstein-Theorie ni
htlinear ist, können daraus aber keine S
hlüsse auf

das allgemeine Verhalten von zwei oder n-Körperproblemen mit Körpern ver-

glei
hbarer Massen gezogen werden. Tatsä
hli
h liefert die post-Newtons
he Ent-

wi
klung des Zwei-Körper-Problems Hinweise darauf, dass die Bewegung zweier

Körper verglei
hbarer Massen keine Ähnli
hkeit mit der eines Testteil
hens im

S
hwarzs
hild-Feld besitzt [28℄. Zusätzli
h wirkt si
h das Eigenfeld und die inne-

re Struktur auf das äuÿere Feld aus.

In der Allgemeinen Relativitätstheorie ist au
h das Modellieren von massiven

punktförmigen Quellen der Gravitation eigentli
h ni
ht mögli
h. Die Ausdeh-

nung eines sol
hen Teil
hens ist selbstverständli
h kleiner als sein S
hwarzs
hild-

Radius, weshalb die Dynamik s
hnell in einer Singularität enden würde.

Es stellt si
h aber die Frage, inwieweit das Auslös
hungsprinzip in der post-

Newtons
hen Näherung über die 0-te Näherung hinaus gilt. Dazu gibt T. Damour

in [5, S.80℄ eine physikalis
he Begründung, die als �Dominante S
hwarzs
hild Be-

dingung� bekannt ist. Das Auslös
hungsprinzip gilt damit mindestens bis zur 2.5.

post-Newtons
hen Ordnung. Indirekt wird mit einer kürzli
h ers
hienenen Arbeit

von Y. Itoh [6℄ gezeigt, dass dies sogar bis 3pN der Fall ist, indem in einer für

kompakte Objekte gültigen Näherung dieselbe 3pN-Bewegungsglei
hung abgelei-

tet wird, wie sie P. Jaranowski, G. S
häfer [29℄, L. Blan
het, G. Faye [23℄ und

vollständig T. Damour, P. Jaranowski, G. S
häfer [25℄, L. Blan
het, T. Damour,

G. Esposito-Farese [26℄ erhalten haben.

Dies erlaubt es, bis 3pN statt Energie-Impulstensoren für ausgedehnte Massen-

di
hteverteilungen (für die die auftretenden Integrale oft ni
ht ges
hlossen lösbar

wären) punktförmige Massenverteilungen anzunehmen, die in den Integralen als

Æ-Pseudofunktionen ers
heinen und eine Lösung der Integrale erlauben. Daher

wird bei der Ableitung der Bewegungsglei
hungen in 3pN von L. Blan
het und

G. Faye [23℄ in harmonis
her Ei
hung der lorentzinvariante Energie-Impulstensor

T

��

parti
le

= m

1




v

�

1

v

�

1

p

�[g

��

℄

1

v

�

1

v

�

1

Pf

�

�

1

p

g

�

+ 1$ 2 (1.32)
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(mit der Koordinatenges
hwindigkeit v

�

=

dx

�

dt

) benutzt, der eine entspre
hende

Verallgemeinerung des Konzepts der Punktmasse darstellt [24℄ (Eine etwas andere

Verallgemeinerung benutzen G. S
häfer und P. Jaranowski [29℄).

1.3.3 post-Newtons
he Approximation der Einstein-Glei-


hung

Wie bereits erwähnt (vgl. 1.1.1) sind post-Newtons
he- und post-Minkowskis
he

Näherung ursprüngli
h Näherungen für s
hwa
he Gravitationsfelder. Man geht

davon aus, dass die gotis
he Metrik (Di
hte des metris
hen Tensors) g

��

=

p

�gg

��

(oder au
h die Metrik selbst) im wesentli
hen die Minkowsi-Metrik mit einer klei-

nen Korrektur jh

��

j � 1 ist:

g

��

= �

��

+ h

��

(1.33)

Die harmonis
he Ei
hung lautet dann

�

�

g

��

= �

�

h

��

= 0 (1.34)

und die Einsteins
he Feldglei
hung lässt si
h als

�

�

h

��

=

16�G




4

(�g)T

��

+ �

��

(1.35)

s
hreiben [23℄ ,[30℄[27, S.383℄. Dabei ist

�

��

=

16�G




4

(�g)t

��

LL

+ �

�

h

��

�

�

h

��

� h

��

�

�

�

�

h

��

(1.36)

und t

��

LL

der Landau-Lifs
hitz-Energie-Impuls-Pseudotensor [15, S. 336℄, �

��

ent-

hält also nur Terme, die zumindest quadratis
h in h

��

sind.

Für entspre
hend s
hwa
he Gravitationfelder erwarten wir dann au
h, dass das

Virialtheorem

E

kin

t

=

1

2

E

pot

t

(1.37)

der Newtons
hen Gravitationstheorie für die über die Zeit gemittelte kinetis
he

Energie E

pot

t

und die über die Zeit gemittelte potentielle Energie E

kin

t

nähe-

rungsweise erfüllt ist. Damit kann man für die Gröÿenordnungen von typis
hen
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Ges
hwindigkeiten v, Massen m und Abständen r

�

v

2




2

�

t

 

v

2

t




2

!

t

�

Gm

r

�

� 1 (1.38)

folgern [18, S.212℄, [4, S.266℄. (Eine genauere Darstellung, die zwis
hen inneren

und äuÿeren Maÿstäben trennt, �ndet si
h in [31, S. 149℄.)

Es s
heint also sinnvoll, die Störung zusätzli
h (formal) na
h " =

1




2

zu entwi
keln.

Nimmt man als Randbedingung an, dass vor Eins
halten einer Quelle keine Strah-

lung existiert (salopper ausgedrü
kt: dass keine Strahlung einfällt), so ist die Lö-

sung einer Wellenglei
hung dur
h das retardierte Integral

�

�1

�;ret

f(x; t) =

Z

d

3

x

0

dt

0

�4�

f(x

0

; t

0

)

jx� x

0

j

Æ

�

t

0

�

�

t�

jx� x

0

j




��

(1.39)

bzw. (na
h Ausführen der Zeitintegration) dur
h

�

�1

�;ret

f(x; t) =

Z

d

3

x

0

�4�

f

�

x

0

; t�

jx�x

0

j




�

jx� x

0

j

(1.40)

gegeben. (Zur besseren Unters
heidung von Vierervektoren werden Dreiervekto-

ren in diesem und im folgenden Abs
hnitt fett gedru
kt.) Damit kann (1.35) als

h

��

= �

�1

�;ret

�

16�G




4

(�g)T

��

+ �

��

�

(1.41)

ges
hrieben werden. Diese Form erlaubt eine iterative Bere
hnung der höheren

post-Newtons
hen Approximationen, die mit Hilfe der in Abs
hnitt 1.3.1 be-

s
hriebenen Hadamard-Regularisierung bei Verwendung der Punktquelle (1.32)

tatsä
hli
h ges
hlossen dur
hführbar ist. Die Bewegungsglei
hungen können dann

aus der Erhaltung des metris
hen Tensors

T

��

;�

= 0 (1.42)

gewonnen werden [23℄.

Der konservative Anteil der Bewegungsglei
hungen erlaubt eine Lagranges
he For-

mulierung, die zugehörige Lagrangefunktion kann dur
h die Methode der unbe-

stimmten Koe�zienten (siehe unten) gewonnen werden [32℄.
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Die so ermittelte Lagrangefunktion für 3pN enthält no
h einen unbekannten Ko-

e�zienten. Die vollständige Lagrangefunktion kann mit Hilfe der dimensionalen

Regularisierung [25℄ und einer anderen Methode gewonnen werden, die ADM- an-

statt der harmonis
hen Koordinaten benutzt: P. Jaranowski und G. S
häfer [29℄

gehen von einem Routh-Funktional für Feld und Materie aus (R[q; p; h

��

;

_

h

��

℄)

und gewinnen dur
h Eliminieren der Feldvariablen eine Hamilton-Funktion hö-

herer Ordnung für die Teil
hen. Die dissipativen 2.5pN-Terme tau
hen dabei als

explizit zeitabhängige Terme auf. Die Umre
hnung von ADM- auf harmonis
he

Koordinaten erfolgt dur
h eine Kontakttransformation [33℄. In einem kürzli
h er-

s
hienenen Artikel von L. Blan
het, T. Damour, G. Esposito-Farese [26℄ wird

die volle Bewegungsglei
hung mit dimensionaler Regularisierung in harmonis
her

Ei
hung abgeleitet.

1.4 Ableitung der post-Coulombs
hen Lagrange-

funktion

1.4.1 Die Liénard-Wie
herts
hen Potentiale

Wie s
hon erwähnt (Abs
hnitt 1.2.4) führen die Maxwellglei
hungen in Lorentz-

Ei
hung auf eine Wellenglei
hung für A

��

(1.23), vgl. au
h (1.35). Nimmt man als

Randbedingung an, dass keine Strahlung einfällt, so ergeben si
h die Lösungen

wieder du
h das retardierte Integral (1.39). Damit kann eine Lösung von (1.23)

aufges
hrieben werden:

A

�

ret

(x; t) =

1




Z

d

3

x

0

dt

0

j

�

(x

0

; t

0

)

jx� x

0

j

Æ

�

t

0

�

�

t�

jx� x

0

j




��

=

1




Z

d

3

x

0

j

�

�

x

0

; t�

jx�x

0

j




�

jx� x

0

j

:

(1.43)

In der Elektrodynamik kann man ausgedehnte Quellen dur
h punktförmige (even-

tuell mit Spin) approximieren. (Die Eigens
haften a) und 
) des Newtons
hen

Gravitationsfeldes im Abs
hnitt 1.3.2 gelten ja au
h hier.) Ein sol
her Punkt mit

Ladung e besitzt eine Viererstromdi
hte [21, S. 764℄

j

�

(x; t) = ev

�

0

(t)Æ(x� x

0

(t)) (1.44)
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mit v

�

=

dx

�

dt

=

1




u

�

=

1




dx

�

d�

. Setzt man dies in (1.43) ein so erhält man unter

Benutzung von

Z

dt

0

g(t

0

)Æ(f(t

0

)) =

�

g(t

0

)

df=dt

0

�

f(t

0

)=0

(1.45)

(für einfa
he Nullstellen von f) die Liénard-Wie
herts
hen Potentiale:

A

�

ret

(x

�

) = e

v

�

(t

ret

)

v

�

(t

ret

)[x

�

� x

0�

(t

ret

)℄

(1.46)

mit der retardierten Zeit

t

ret

= t�

jx� x

0

j




: (1.47)

Die avan
ierten Potentiale zur Randbedingung, dass keine Strahlung ausfällt (ge-

nauer: dass na
h Abs
halten der Quelle bzw. Senke keine Strahlung übrigbleibt),

haben eine vollkommen analoge Form, nur dass statt t

ret

in (1.46) die avan
ierte

Zeit

t

av

= t+

jx� x

0

j




(1.48)

einzusetzen ist.

1.4.2 Die post-Coulombs
hen Bewegungsglei
hungen

Die retardierten und avan
ierten Potentiale können nun in eine Taylorreihe um t

entwi
kelt werden. Am einfa
hsten ist es, dafür wieder von A

ret

(1.43) auszugehen:

A

�

ret

(x; t) =

1




Z

d

3

x

0

jx� x

0

j

1

X

n=0

1

n!

�

�

�t

�

n

j

�

(x

0

; t)

�

�

jx� x

0

j




�

n

: (1.49)

Die Integration kann man wegen des kompakten Trägers des Integranden (unter

Annahme hinrei
hender Konvergenz der Reihe) mit einer Punktladung (1.44)

ausführen und erhält:

A

�

ret

(x; t) =

e




1

X

n=0

1

n!

�

�

�


�t

�

n

v

�

0

(t)(jx� x

0

(t)j)

n�1

: (1.50)

Dies ist im Prinzip eine zu (1.46) völlig äquivalente Darstellung [11℄.

Für die avan
ierten Potentiale erhält man denselben Ausdru
k nur ohne ��� vor

der partiellen Zeitableitung.

Dur
h Addition des halben A

�

ret

(x; t) und A

�

av

(x; t) ergibt si
h ein Potential, das
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nur no
h gerade Potenzen der Zeitableitungen enthält:

A

�

(x; t) =

e




X

1

(2n)!

�

�

�


�t

�

2n

u

�

0

(t)(jx� x

0

(t)j)

2n�1

(1.51)

Dieses Potential ist zeitumkehrsymmetris
h und lässt konservative Bewegungs-

glei
hungen zu (erfüllt aber weder die Randbedingung, dass keine Strahlung

einfällt, no
h die, dass keine Strahlung ausfällt).

5

Für ein zwei-Teil
hen-System

mit diesen Randbedingungen treten keine Rü
kwirkungse�ekte (Strahlungsdämp-

fung) auf. Das zweite Teil
hen absorbiert genau die Strahlung, die das erste Teil-


hen aufgrund seiner Bes
hleunigung emmitiert und umgekehrt, das Feld hat nur

eine vermittelnde Funktion. Die Kraft, die ein Teil
hen erfährt, ist damit die Lor-

entzkraft hervorgerufen dur
h das Feld des anderen Teil
hens [11℄,[12℄,[13℄. Daher

kann als Lagrangefunktion eines Teil
hens bis in beliebige Ordnung

L

1

(x;
_
x; t) = �m


2

�

1�

_x

2




2

�

1

2

+

e




v

�

A

�

(1.52)

mit v

�

= (
;
_
x) benutzt werden [20, S. 227℄, [21, S. 670�℄. Betra
hten wir zunä
hst

die Wirkung auf das Teil
hen 1: Das Potential werde von einem Teil
hen mit

Ladung e

2

am Ort x

2

erzeugt und wirke auf ein Teil
hen mit Ladung e

1

am

Ort x

1

. Das erzeugte Potential wird als äuÿeres Potential angesehen. Die explizit

zeitabhängige Lagrangefunktion für das Teil
hen 1 erhält man dur
h Einsetzen

von (1.51) in (1.52) [11℄:

L

1

(x

1

;
_
x

1

; t) = �m

1




2

�

1�

_x

2

1




2

�

1

2

� e

1

e

2

1

X

n=0

1

(2n)!

D

2n

2




2n

�

1�

v

1

�
_
x

2

(t)




2

�

(jx

1

� x

2

(t)j)

2n�1

(1.53)

Dabei ist D

2

eine Zeitableitung, die nur die Zeitabhängigkeit von x

2

(t),
_
x

2

(t),

usw. berü
ksi
htigt

6

, aber ni
ht auf x

1

wirkt, also

D

2

=

1

X

n=0

dx

(n)

2

dt

�

�x

(n)

2

(1.54)

5

Die Di�erenz der retardierten und der avan
ierten Greensfunktion berü
ksi
htigt dagegen

nur die ni
htkonservativen Anteile. Man bezei
hnet sie als Strahlungsfelder [21, S. 711℄.

6

An dieser Stelle könnte man au
h no
h D

2

=

�

�t

s
hreiben.
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(f

(n)

bezei
hnet stets die n-te Zeitableitung von f(t)).

Ein analoger Ausdru
k ergibt si
h für das Teil
hen 2 im Feld des Teil
hens 1.

Man kann nun aufgrund des quadratis
hen Aufretens der Zeitableitungen (Zeit-

umkehrsymmetrie!) folgern, dass es si
h um ein konservatives System handelt

und eine Lagrangefunktion su
hen, die die Bewegung beider Teil
hen bes
hreibt,

si
h aber, wenn man die Bewegung des einen Teil
hens als gegeben und explizit

zeitabhängig ansieht, auf (1.53) zuzügli
h eines unwi
htigen rein zeitabhängigen

Summanden reduziert. Dazu bea
htet man zunä
hst: d=dt = D

1

+D

2

. Man erhält:

D

2p

2

=D

2p�1

2

(

d

dt

�D

1

) = D

2p�2

2

(

d

dt

D

2

�D

1

D

2

) = : : :

=(�1)

p

(D

1

D

2

)

p

+ totale Zeitableitungen

(1.55)

Damit kann (eigentli
h nur für eine endli
he Summe über n) eine zu (1.53) äqui-

valente Lagrangefunktion

L

1

(x

1

;
_
x

1

;
�
x

1

; :::; t) = �m

1




2

�

1�

_
x

2

1




2

�

1

2

� e

1

e

2

X

1

(2n)!

(�D

1

D

2

)

n




2n

�

1�

_
x

1

�
_
x

2

(t)




2

�

(jx

1

� x

2

(t)j)

2n�1

(1.56)

aufges
hrieben werden. Dies ist prinzipiell eine Lagrangefunktion höherer Ord-

nung. Der Ausdru
k ist aber nur für endli
h viele Glieder mathematis
h wohl-

de�niert, im Falle einer unendli
hen Summe über n erhalten wir einen Ausdru
k

dessen Konvergenzverhalten unklar ist. Sieht man darüber hinweg, kann man

ausgehend von (1.56) eine Lagrangefunktion für beide Teil
hen aufstellen [11℄:

L(x

1

;x

2

;
_
x

1

;
_
x

2

; :::) = �m

1




2

�

1�

_
x

2

1




2

�

1

2

�m

2




2

�

1�

_
x

2

2




2

�

1

2

� e

1

e

2

X

1

(2n)!

(�D

1

D

2

)

n




2n

�

1�

_
x

1

�
_
x

2




2

�

(jx

1

� x

2

j)

2n�1

: (1.57)

Eine Bes
hreibung physikalis
her Systeme ist mit diesem Formalismus (wie s
hon

in 1.1.2 erwähnt) mögli
h, wenn die Entwi
klung na
h Termen in " = 1=


2

(1pC)

bzw. im Falle e

1

=m

1

= e

2

=m

2

na
h Termen in "

2

= 1=


4

(2pC) abgebro
hen wird.

Die Dipolabstrahlung ist proportional zu 1=


3

(1.5pC), tritt also in 1pC-Näherung
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no
h ni
ht auf und ist im Falle e

1

=m

1

= e

2

=m

2

für kleine Ges
hwindigkeiten

7

un-

terdrü
kt [15, S. 209℄. In diesen Fällen tritt bei physikalis
hen Randbedingungen

erst in 2.5pC Strahlungrü
kwirkung auf und das Zweiteil
hen-System ist bis zu

dieser Ordnung dur
h (1.57) bes
hreibbar.

Der Abbru
h der Reihe in der Ordnung npC entspri
ht dem Arbeiten auf dem

Ring der reellen Polynome in " modulo Terme der Ordnung "

n+1

, alsoR["℄=["

n+1

℄.

Au
h wenn die Konvergenz der Reihe (1.57) ni
ht klar ist, ers
heint es physikalis
h

sinnvoll anzunehmen, dass die so gewonnenen Ausdrü
ke für Ges
hwindigkeiten

v=
� 1 eine Näherung für die tatsä
hli
he Lagrangefunktion sind und die Euler-

Lagrange-Glei
hungen die Bewegung näherungsweise bes
hreiben.

7

Die zweite zeitli
he Ableitung des Dipolmoments ist wegen der glei
hförmig gradlinigen

Bewegung des S
hwerpunktes konstant.
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Kapitel 2

Die Poin
aré-Gruppe

2.1 Einige Eigens
haften

2.1.1 Gruppentheoretis
he Eigens
haften

Die Poin
arégruppe P ist eine zehnparametrige Liegruppe bestehend aus der Lo-

rentzgruppe und der Raum-Zeit-Translationsgruppe. Die Translationsgruppe T

ist Normalteiler

1

in P, was es erlaubt, sie bei den meisten Überlegungen zunä
hst

beiseite zu lassen und nur die Lorentzgruppe zu betra
hten. Andere wi
htige

Untergruppen sind die orthogonale Gruppe O(3), die Drehgruppe SO(3) und

die Euklidis
he Gruppe, bestehend aus Drehgruppe und räumli
her Translations-

gruppe. Die Lorentzgruppe und die Poin
arégruppe bestehen aus vier Zusammen-

hangskomponenten, von denen die Zusammenhangskomponente, die das Einsele-

ment enthält, ebenfalls eine Untergruppe bildet, die der eigentli
hen ortho
hronen

Lorentz- bzw. Poin
arétransformationen L

"

+

bzw. P

"

+

. Diese zei
hnen si
h dadur
h

aus, dass sie weder Zeit- no
h Raumspiegelungen enthalten. (�+� steht für die in

der Matrixdarstellung positive Determinante und �"� für das positive Element

�

0

0

, also die Erhaltung der Zeitri
htung.) Physikalis
h ist die Poin
arégruppe be-

sonders interessant, weil sie die gröÿte Invarianzgruppe der Minkowskimetrik �

��

bzw. des Linienelementes ds

2

= �

��

dx

�

dx

�

darstellt [35, S. 216℄. Wegen der resul-

tierenden Invarianz der Aufspaltung (1.33) � und des Respektierens der harmoni-

1

Wenn man eine beliebige Poin
arétransformation ausführt, dann eine Translation und dann

die erste Poin
arétransformation wieder rü
kgängig ma
ht, so ist es, als hätte man nur eine

(andere) Translation angewendet. (T ist abges
hlossen gegenüber inneren Automorphismen von

P.)
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s
hen Ei
hung bei linearer Wirkung � ist es au
h die gröÿte Invarianzgruppe, die

wir für Vorhersagen der post-Newtons
hen Näherung in harmonis
her Ei
hung

erwarten können. Analoges gilt für die post-Coulombs
he Näherung.

2.1.2 Wirkung der Lorentzgruppe

�Sei M eine Mannigfaltigkeit und G eine Liegruppe. Eine (Links-)Wirkung der

Liegruppe G auf M ist eine glatte Abbildung � : G�M !M mit

(i) �(e; x) = x für alle x 2 M und

(ii) �(g;�(h; x)) = �(gh; x) für alle g; h 2 G und x 2 M .� [36, S.322℄

Dabei ist e das Einselement, und �glatt� bezieht si
h auf die der Liegruppe (als

Mannigfaltigkeit) zugrundeliegende di�erenzierbare Struktur. Die Eigens
haft (i)

besagt, dass �(e; :) des Einselementes die identis
he Abbildung auf M ist und (ii)

bedeutet die Verträgli
hkeit der Wirkungsabbildung mit der Gruppenstruktur.

IstM ein vollständiger normierter Vektorraum V und jedes �

g

:= �(g; :) : V ! V

eine stetige lineare Abbildung, wird die Wirkung von G auf V eine Darstellung

von G auf V genannt. [36, S.322℄

Eine aufgrund der physikalis
hen Relevanz sehr bekannte Darstellung der Lorent-

zgruppe ist die auf dem R

4

mit Minkowski-Metrik. Die Abbildungen �

g

: V ! V

sind in einer Basis von V dur
h 4x4-Matrizen �

�

0

�

gegeben [37, S. 280℄. Tatsä
hli
h

ist die Zuordnung g $ �

�

0

�

sogar eineindeutig, man sagt, die Darstellung sei treu:

x

�

�! x

�

0

= �

�

0

�

x

�

(2.1)

Jede Matrix �

�

0

�

die die Metrik �

�;�

invariant lässt, d. h.

�

�

0

�

0

= �

�

0

�

�

�

0

�

�

��

(2.2)

erfüllt, entspri
ht dabei genau einem Element der Lorentzgruppe.

Allgemein kann ein Element der eigentli
hen ortho
hronen Lorentzgruppe in Ma-

trixdarstellung als [38, S. 199f℄,[35, S.117℄

� =

 


 �


v

k




�


v

i




T

i

k

!

(2.3)
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mit

R

i

k

2 SO(3) (2.4)

� =

jvj




(2.5)


 =

1

p

1� �

2

(2.6)

T

i

k

= R

i

k

+




2


 + 1

R

i

j

v

j

v

k




2

(2.7)

ges
hrieben werden. (Die anderen Zusammenhangskomponenten errei
ht man

dur
h Vors
halten einer Raum- einer Zeit- oder einer Raum-Zeit-Spiegelung.)

Die se
hs Parameter sind die drei Komponenten der Ges
hwindigkeit v

i

und die

drei Komponenten des Drehvektors �

i

, von denen die Drehmatrix R abhängt. In

der aktiven Interpretation der Transformation (die in dieser Arbeit dur
hgängig

benutzt werden soll) bedeutet (2.3), dass ein vorher ruhendes Teil
hen na
h der

Transformation die Ges
hwindigkeit �v

i

hat, die Teil
hen also aktiv anges
hoben

werden (dies entspri
ht einer Transformation des Koordinatensystems mit v

i

).

2

2.1.3 Wirkung der Poin
arégruppe

Die Poin
arégruppe fügt zu den Lorentztransformationen no
h Translationen a

�

0

der Raum- Zeitkoordinaten hinzu, d. h.

x

�

�! x

�

0

= �

�

0

�

x

�

+ a

�

0

(2.8)

Die Darstellung muss stets linear in x sein, eine Matrixdarstellung benutzt also

zumindest den R

5

und ist ni
ht besonders elegant. Da wir im Wesentli
hen an

der Lie-Algebra interessiert sind, wenden wir uns direkt den Erzeugenden zu.

2

Etwas te
hnis
her gespro
hen, werden auf einem Vektorraum im aktiven Fall die Kompo-

nentenfunktionen x

�

transformiert, im passiven die Basisvektoren e

�

. Weil der Vektor x

�

e

�

(z. B. Teil
henort) im passiven Fall invariant bleibt, werden die Komponentenfunktionen in-

vers transformiert. Auf einer Mannigfaltigkeit M entspri
ht die aktive Transformation einem

Di�eomorphismus M !M , die passive einem Kartenwe
hsel.
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2.2 Die Lie-Algebra der Poin
arégruppe

2.2.1 Erzeugende der Poin
arégruppe

Die Poin
arégruppe besitzt zehn Parameter (in obiger Dastellung v

i

, �

i

und a

�

).

Einer Kurve im Parameterraum �(t)

3

entspri
ht eine Kurve g(�(t)) in der Lie-

Gruppe G und damit au
h in ihrer Darstellung �

g(�(t))

(x). Wir betra
hten nun

eine Kurve �(t) dur
h das Einselement g(�(0)) = e. Für in�nitesimale Parameter

� ist eine Näherung der Kurve gegeben dur
h:

�

g(�)

= id

V

+ �T (2.9)

mit

T =

d

d�

�

g(�(�))

=

d�

m

(�)

d�

�

�

�

�

�=0

�

��

m

�

g(�)

�

�

�

�

�(0)

: (2.10)

Die Menge der T nennt man die in�nitesimalen Erzeugenden der Lie-Gruppe

(hier der Poin
arégruppe). Wie man anhand von (2.10) sieht, bilden sie einen

Vektorraum, der von den Erzeugenden

T

m

=

�

��

m

�

g(�)

�

�

�

�

�(0)

(2.11)

aufgespannt wird. Wie sieht diese Basis der Erzeugenden im Falle der Poin
aré-

gruppe in Matrixdarstellung konkret aus? Die Erzeugenden der homogenen Lor-

entztransformationen erhalten wir aus

G

i

=

�

�v

i

�

g(�)

�

�

�

�

�(0)

; (2.12)

also explizit:

G

1

=

0

B

B

B

B

�

0 �

1




0 0

�

1




0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1

C

C

C

C

A

; G

2

=

0

B

B

B

B

�

0 0 �

1




0

0 0 0 0

�

1




0 0 0

0 0 0 0

1

C

C

C

C

A

; G

3

=

0

B

B

B

B

�

0 0 0 �

1




0 0 0 0

0 0 0 0

�

1




0 0 0

1

C

C

C

C

A

(2.13)

3

�(t) hat 10 Komponenten �

m

(t): v

i

(t), �

i

(t), a

�

(t).
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und für die Drehungen analog:

J

1

=

0

B

B

B

B

�

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 �1

0 0 1 0

1

C

C

C

C

A

; J

2

=

0

B

B

B

B

�

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 �1 0 0

1

C

C

C

C

A

; J

3

=

0

B

B

B

B

�

0 0 0 0

0 0 �1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

1

C

C

C

C

A

:

(2.14)

�

i

G

i

bes
hreibt eine in�nitesimale aktive Lorentztransformation entlang des Vek-

tors � mit Ges
hwindigkeit �j�j, �

i

J

i

eine in�nitesimale aktive Drehung um �

mit Drehwinkel �j�j.

Nun wurde bereits erwähnt, dass die Matrixdarstellung bei Betra
htung der ge-

samten Poin
arégruppe ni
ht vorteilhaft ist. Man s
hreibt (2.15) und (2.16) daher

besser als lineare Di�erentialoperatoren, also in einer Form [37, S. 293℄, die au
h

als Darstellung in einem entspre
henden Funktionenraum geeignet ist [35, S. 177℄:

G

1

= �

1




x

0

�

�x

1

�

1




x

1

�

�x

0

a

; G

2

= �

1




x

0

�

�x

2

�

1




x

2

�

�x

0

a

;

G

3

= �

1




x

0

�

�x

3

�

1




x

3

�

�x

0

a

(2.15)

J

1

= x

3

�

�x

2

� x

2

�

�x

3

; J

2

= x

1

a

�

�x

3

� x

3

�

�x

1

;

J

3

= x

2

a

�

�x

1

� x

1

�

�x

2

: (2.16)

Im Falle der zeitli
hen und räumli
hen Translation gilt wegen (2.8):

H = 


�

�x

0

(2.17)

P

i

=

�

�x

i

: (2.18)

2.2.2 Die Poin
aré-Algebra

Eine Liealgebra ist ein Vektorraum mit einer bilinearen, s
hiefsymmetris
hen

Klammer, die die Ja
obi-Identität erfüllt.

In unserer Darstellung ist eine sol
he Klammer der Kommutator der Erzeugen-

den der Transformationen. Er ma
ht den Vektorraum der Erzeugenden zu einer

Liealgebra. Diese Liealgebra wird Liealgebra der Liegruppe genannt und meist �
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ebenfalls � mit einem kleinen gotis
hen g bezei
hnet.

Aufgrund der Linearität der Klammer ist es ausrei
hend, die Klammerrelationen

der Basiselemente des Vektorraums der Erzeugenden zu kennen. In der Darstel-

lung (2.15),(2.16),(2.17), (2.18) können wir zur Bere
hnung den Kommutator der

Elemente benutzen. Man erhält damit die Klammerrelationen der Lie-Algebra

der Poin
arégruppe:

[P

i

; P

j

℄ = 0 (2.19)

[P

i

; J

j

℄ = �

ijk

P

k

(2.20)

[J

i

; J

j

℄ = �

ijk

J

k

(2.21)

[H;P

j

℄ = 0 (2.22)

[H; J

j

℄ = 0 (2.23)

[G

i

; G

j

℄ = �

1




2

�

ijk

J

k

(2.24)

[G

i

; H℄ = P

i

(2.25)

[J

i

; G

j

℄ = �

ijk

G

k

(2.26)

[G

i

; P

j

℄ =

1




2

Æ

ij

H (2.27)

(Es ist jeweils die Summe über k = 1 bis 3 zu nehmen.) Dur
h die Liealgebra ist

die Zusammenhangskomponente der Lie-Gruppe G, die die Einheit enthält, lokal

(um e) bereits vollständig bestimmt. Man kann (im Wesentli
hen dur
h Iterieren)

aus den ini�nitesimalen Transformationen endli
he Transformationen gewinnen

([38, S.90℄,[39, S. 261℄). Für die gesamte Zusammenhangskomponente gilt dies

nur, wenn diese Komponente einfa
h zusammenhängend ist. L

"

+

ist ni
ht einfa
h

zusammenhängend, die Komplikationen stammen dabei aus der ebenfalls ni
ht

einfa
h zusammenhängenden Drehgruppe [35, S. 168, S. 196℄.

Die Relationen (2.19)-(2.27) gelten also in jeder treuen Darstellung (für jede treue

Wirkung) der Gruppe. Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, dur
h explizites Na
h-

re
hnen Erzeugende G

i

zu bestimmen, die zusammen mit den gegebenen Erzeu-

genden H, P und J des post-Newtons
hen bzw. post-Coulombs
hen Systems eine

approximative Poin
aré-Algebra bilden, also bis zur entspre
henden Ordnung Er-

zeugende der Poin
aré-Gruppe sind. Die Ober�ä
he der Zwangsbedingungen ist

aber im Allgemeinen kein Vektorraum mehr, wir haben eine lineare Wirkung

�(g; (q;�)) auf �.
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2.2.3 Eine geometris
he Si
ht der Dinge

G sei eine n-dimensionale Liegruppe, also eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit

mit einer Gruppenstruktur, die mit der Mannigfaltigkeitsstruktur verträgli
h ist

(die Gruppenverknüpfung Æ : G�G! G ist eine glatte Abbildung).

Wir sind nun na
h Abs
hnitt 2.2.2 an den in�nitesimalen Transformationen, also

an den Elementen des Tangentialraumes T

e

G interessiert. In einer Karte sind

diese Elemente dur
h

� = �

m

�

m

; m = 1; : : : ; n (2.28)

gegeben.

In diesem Vektorraum wollen wir eine Klammer einführen, die ihn zu einer Lie-

Algebra ma
ht.

Zunä
hst gibt es auf G � wie bei jeder Mannigfaltigkeit � bereits eine Klammer,

die Ja
obi-Lie-Klammer oder den Kommutator zweier Vektorfelder X; Y 2 X(G),

die den Raum der Vektorfelder X(G) auf G zu einer Lie-Algebra ma
ht:

df � [X; Y ℄ := d(df � Y ) �X � d(df �X) � Y 8f : G! R: (2.29)

In Koordinaten y

m

ges
hrieben also:

[X

k

; Y

m

℄ = X

k

�Y

m

�y

k

�

m

� Y

m

�X

k

�y

m

�

k

(2.30)

(k;m = 1; :::; n). Die zusätzli
he Gruppenstrukur von G wird bei der De�nition

der Linkstranslation benutzt. Dies ist eine Abbildung, bei der alle Elemente von

G um ein Element der Gruppe g �vers
hoben� werden:

L

g

: G ! G (2.31)

h ! gh: (2.32)

Da L

g

(wegen der oben genannten Verträgli
hkeit) sogar eine glatte Abbildung

ist, kann man das Di�erential z. B. in e bilden: T

e

L

g

: T

e

G! T

g

G. O�ensi
htli
h

ist es damit mögli
h, jedem � 2 T

e

G ein Vektorfeld X

�

auf ganz G zuzuordnen:

X

�

:= T

e

L

g

(�): (2.33)

Insbesondere gilt am Punkt e: X

�

(e) = �, X

�

ist also eine Art natürli
he Erweite-
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rung des Vektors � zu einem Vektorfeld, die es so nur für eine Lie-Gruppe gibt. Mit

Hilfe dieser Vektorfelder ist es mögli
h, au
h auf T

e

G eine Klammer einzuführen,

die T

e

G zu einer Liealgebra ma
ht. Die Lieklammer [ : ; : ℄ : T

e

G � T

e

G ! T

e

G

ist de�niert als [36, S. 282℄

[�; �℄ := [X

�

; X

�

℄(e): (2.34)

In einer Karte um e ges
hrieben damit:

[�; �℄ = �

k

�X

m

�

�y

k

(0)�

m

� �

m

�X

k

�

�y

m

(0)�

k

: (2.35)

Diese Liealgebra auf T

e

G ist die Liealgebra der Liegruppe.

4

Eng mit dem Begri� der Wirkung (vgl. Abs
hnitt 2.1.2). verknüpft ist das Kon-

zept des in�nitesimalen Erzeugers. Um zu diesem zu gelangen, benötigen wir no
h

die sogenannte Exponentialabbildung:

Ist ein Vektorfeld X

�

gegeben, existiert eine eindeutige Kurve 
(t), so dass der

Tangentialvektor an 
 in jedem Punkt g glei
h X

�

(g) ist. Diese Kurve nennt man

Integralkurve. Die Exponentialabbildung ist nun dadur
h de�niert, dass sie jedem

Tangentialvektor das Element zuordnet das man dur
h Entlangfahren der Kurve

bei t = 1 errei
ht:

exp : g ! G (2.36)

� ! exp(�) = 
(1) (2.37)

Insbesondere ist damit g(t) = exp(t�) = 
(t) die Integralkurve in G [36, S. 285℄.

Wenn �

1

; :::; �

n

eine Basis des Tangentialraumes von e ist, lässt si
h lokal jedes

Element g der Gruppe dur
h die Exponentialabbildung g = exp(k

m

�

m

) darstellen

[17, S. 72℄. Die dur
h die Wirkung aus der Kurve g(t) = exp(t�) hervorgehende

S
har von Abbildungen �

exp(t�)

: M ! M ist ein Fluss

5

auf M [17, S. 135℄[36,

S. 326℄. Zum Fluss gehört ein tangentiales Vektorfeld, das sozusagen die Ri
h-

4

Bei einer endli
hdimensionalen Mannigfaltigkeit ist es natürli
h au
h mögli
h, die Lie-

Klammer sofort über den Ausdru
k (2.35) in T

e

G einzuführen.

5

Also ein einparametriger Di�eomorphismus für den gilt: Das Hintereinanderausführen zwei-

er Transformationen mit Parameter s und r ist glei
h dem Ausführen einer Transformation mit

Parameter s+r.
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tung der Transformation angibt. Folgeri
htig bezei
hnet man als in�nitesimalen

Erzeuger das Tangentialvektorfeld

�

M

(x) :=

d

dt

�

�

�

�

t=0

�

exp(t�)

(x): (2.38)

Dies ist die koordinatenfreie Variante von (2.11) und mit �

M

haben wir unsere

Erzeuger aus (2.15),(2.16),(2.17),(2.18) wiedergefunden: Das Vektorfeld �

M

kann

man als eine Ri
htungsableitung der Funktionen auf M ansehen, denn in Karten

gilt df ��

M

= �

Mm

�f

�x

m

für eine Funktion f : M ! R. Allgemeiner ist die Ableitung

eines beliebigen Objektes in Ri
htung von �

M

bekanntli
h dur
h die Lieableitung

L

�

M

gegeben, die si
h im Falle von skalaren Funktionen f auf die gewöhnli
he

Ri
htungsableitung reduziert.

X(M) ist bezügli
h des Kommutators wieder eine Lie-Algebra. Wie verhält si
h

der Kommutator zweier Vektorfelder �

M

; �

M

zur Lie-Klammer auf T

e

G? Wie wir

wissen, ist die Lie-Klammer im Wesentli
hen ebenfalls der Kommutator zweier

Vektorfelder auf G und man könnte daher vermuten, dass zumindest ein enger

Zusammenhang herrs
ht. Tatsä
hli
h ist die Abbildung � ! �

M

ein Liealgebren-

Antihomomorphismus, das heiÿt, sie ist eine lineare Abbildung zwis
hen den Al-

gebren (g) und X(M), die die Klammerrelationen erhält [36, S. 330℄:

[�

M

; �

M

℄ = �[�; �℄

M

: (2.39)

Mit den Kommutatorrelationen (2.19-2.27) der in�nitesimalen Erzeugenden ist

also au
h die Poin
aréalgebra gefunden.
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Kapitel 3

Singuläre Systeme höherer Ordnung

3.1 Reguläre Systeme höherer Ordnung

3.1.1 Lagrangeformalismus in höherer Ordnung

Die meisten in der theoretis
hen Physik vorkommenden Lagrangefunktionen für

Systeme mit endli
h vielen Freiheitsgraden sind von der Form L(q; q

(1)

; t). S
hlieÿ-

li
h sollte der physikalis
he Zustand eines Systems allein dur
h Festlegen der

verallgemeinerten Koordinaten und deren ersten Ableitungen bestimmt sein und

damit nur auf Bewegungsglei
hungen zweiter Ordnung führen. Bei den Lagrange-

funktionen, die die Bewegungsglei
hungen der post-Newtons
hen- und der post-

Coulombs
hen-Approximation ergeben, treten zusätzli
h höhere Ableitungen auf:

L(q; q

(1)

; q

(2)

; q

(3)

; :::; t) (vgl. 1.4.2). Da eine Lagrangefunktion unendli
h hoher

Ordnung mathematis
h ein problematis
hes Objekt ist (die Existenz der Reihe

ist in keinster Weise gesi
hert), soll im Folgenden stets angenommen werden, dass

die vorkommenden Lagrangefunktionen von endli
h hoher Ordnung sind, si
h also

als

L(q; q

(1)

; :::; q

(n)

; t) (3.1)

s
hreiben lassen. Eine sol
he Lagrangefunktionen de�niert analog zum gewöhnli-


hen Fall eine Wirkung S [40℄:

S =

Z

dtL(q; q

(1)

; :::; q

(n)

; t): (3.2)
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Das Prinzip der stationären Wirkung ÆS

!

= 0 führt dur
h Bilden der Funktional-

ableitung [41, S.42℄) (bzw. dur
h partielle Integration zusammen mit der Forde-

rung, dass die Variationen aller Ableitungen bis zur Ordnung n an den Endpunk-

ten vers
hwinden) auf

ÆS =

Z

t

2

t

1

dt

ÆL(q; q

(1)

; :::; q

(n)

; t)

Æq

Æq

!

= 0: (3.3)

Das bedeutet, dass die verallgemeinerten Euler-Lagrange-Glei
hungen

ÆL(q; q

(1)

; :::; q

(n)

; t)

Æq

=

�L

�q

m

�

d

dt

�L

�q

(1)

m

+

d

2

dt

2

�L

�q

(2)

m

�: : :+(�1)

n

d

n

dt

n

�L

�q

(n)

m

= 0 (3.4)

erfüllt sind. Diese Glei
hungen sind maximal von der Ordnung 2n und die hö
h-

sten Ableitungen ers
heinen multipliziert mit der Hesse-Matrix

H

lm

=

�

2

L

�q

(n)

l

�q

(n)

m

, (3.5)

wie man an der folgenden Umformung von (3.4) erkennt:

ÆL(q; q

(1)

; :::; q

(n)

; t)

Æq

=

f

X

l=1

q

(2n)

l

�

2

L

�q

(n)

l

�q

(n)

m

+ f

m

(q; : : : ; q

(2n�1)

) = 0: (3.6)

Der Zustand des Systems wird also im Allgemeinen erst dur
h Angabe von

(q; :::; q

(2n�1)

) vollständig bestimmt, der Kon�gurationsraum ist somit f � (2n)-

dimensional, wenn f die Anzahl der verallgemeinerten Koordinaten ist.

3.1.2 Hamiltonformalismus in höherer Ordnung

Ein System, das dur
h einen Lagrange-Formalismus höherer Ordnung bes
hreib-

bar ist, erlaubt eine kanonis
he Formulierung mit einer Hamiltonfunktion höherer

Ordnung, die ni
ht nur von q und dem kanonis
h konjugierten Impuls p (=: �

0

)

abhängt, sondern au
h von den Ableitungen q

(1)

; : : : ; q

(n�1)

und den dazu jeweils

kanonis
h konjugierten Impulsen �

1

; : : : ;�

n�1

. Der damit gewonnene prolongier-

te Phasenraum hat natürli
h ebenfalls die Dimension f � 2n. Die Impulse müssen

nun so gewählt werden, dass sie ein System von Hamiltons
hen Glei
hungen er-
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füllen. Dies leisten die Ostrogradski-Impulse

�

jm

:=

n�j�1

X

k=0

�

�

d

dt

�

k

�L

�q

(l+j+1)

m

; j = 0; : : : ; n� 1; m = 1; : : : ; f: (3.7)

Diese Ausdrü
ke sind so gewählt, die Impulse wie im gewöhnli
hen Fall kovariante

Vektorfelder sind [36, S. 191℄. In ausges
hriebener Form lautet (3.7)

�

0m

=

�L

�q

(1)

m

�

d

dt

�L

�q

(2)

m

+ : : : +

�

�

d

dt

�

n�2

�L

�q

(n�1)

m

+

�

�

d

dt

�

n�1

�L

�q

(n)

m

(3.8)

�

1m

=

�L

�q

(2)

m

� : : : +

�

�

d

dt

�

n�3

�L

�q

(n�1)

m

+

�

�

d

dt

�

n�2

�L

�q

(n)

m

(3.9)

: : : : : :

�

(n�1)m

=

�L

�q

(n)

m

:

(3.10)

Die Glei
hung für �

(n�1)

wird den Übergang zu einer Hamiltonfunktion erlauben,

die von q

(n)

ni
ht abhängt (vgl. 3.2.2), die anderen Glei
hungen si
hern, dass die

Hamiltonfunktion die gewohnten Form annimmt. Man kann aus der expliziten

Form direkt ablesen, dass für die einzelnen �

jm

�

jm

= �

jm

(q; :::; q

(2n�j�1)

; t); j = 0; : : : ; n� 1 (3.11)

gilt und dass man die Abhängigkeit von der hö
hsten Ableitung dur
h die Um-

formung

�

jm

= q

(2n�j�1)

l

H

km

+K

jm

(q; :::; q

(2n�j�2)

; t); j = 0; : : : ; n� 2 (3.12)

isolieren kann, was für j = n�1 nur mögli
h, wenn L quadratis
h in den q

(n)

m

ist

1

.

Ist die Hesse-Matrix invertierbar, so kann die Ostrogradski-Transformation dur
h

ein iteratives Verfahren invertiert werden. Na
h dem Satz über implizite Funk-

tionen kann in diesem Fall zumindest im Prinzip (lokal) q

(n)

(q; :::; q

(n�1)

;�

n�1

; t)

gebildet werden. Dur
h Invertieren der Hesse-Matrix und Einsetzen der s
hon

1

Hier liegt eine Unsauberkeit in [3℄ vor.
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erhaltenen Abhängigkeiten erhält man dann aus (3.12) na
heinander

q

(n+1)

(q; :::; q

(n�1)

;�

n�1

;�

n�2

; t) bis q

(2n�1)

(q; :::; q

(n�1)

;�

n�1

;�

n�2

; :::;�

0

; t).

Die zeitli
he Entwi
klung des Systems im Phasenraum wird dur
h die folgenden

Di�erentialglei
hungen bestimmt:

dq

(k)

m

dt

= q

(k+1)

m

; k = 0; : : : ; n� 2 (3.13)

dq

(n�1)

m

dt

= q

(n)

m

(q; : : : ; q

(n�1)

;�

n�1

; t) (3.14)

d�

0m

dt

=

�L

�q

m

(3.15)

d�

jm

dt

= ��

(j�1)m

+

�L

�q

(j)

m

; j = 1; : : : ; n� 1: (3.16)

Die Relationen (3.13) und (3.14) sind o�ensi
htli
h, (3.15) erhält man aus der

De�nition (3.8) von �

0;m

zusammen mit den Euler-Lagrange-Glei
hungen (3.4).

(3.16) ergibt si
h sofort aus der De�nition der Ostrogradski-Impulse (3.7) bzw.

(3.9),(3.10). Wie man lei
ht zeigt, nehmen diese Glei
hungen mit der Hamilton-

funktion

H =� L(q; :::; q

(n�1)

; q

(n)

(q; :::; q

(n�1)

;�

n�1

; t)

+

n�2

X

j=0

�

jm

q

(j+1)

m

+�

(n�1)m

q

(n)

m

(q; :::; q

(n�1)

;�

n�1

; t)

(3.17)

(Summenkonvention für m) die gewohnte Form

dq

(k)

m

dt

=

�H

��

km

(3.18)

d�

km

dt

= �

�H

�q

(k)

m

(3.19)

(k = 0; : : : ; n� 1, m = 1; : : : ; f) der Hamiltons
hen Glei
hungen an. Es ist au
h

mögli
h, diese Bewegungsglei
hungen direkt aus dem Hamiltons
hen Prinzip

ÆS = Æ

Z

t

2

t

1

dt

n�1

X

j=0

�

jm

d

dt

q

j

m

�H(q; :::; q

(n�1)

;�

0

; :::�

n�1

)

!

= 0 (3.20)

abzuleiten.
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Man kann nun die Ostrogradski-Klammer zweier Phasenraumfunktionen einfüh-

ren, die ni
hts anderes ist, als die Poisson-Klammer auf dem prolongierten Pha-

senraum

ff; gg :=

n�1

X

j=0

f

X

m=1

�f

�q

j

m

�g

��

jm

�

�g

�q

j

m

�f

��

jm

: (3.21)

Die elementaren Poisson-Klammern sind dur
h

fq

(k)

l

;�

jm

g = Æ

lm

Æ

k

j

fq

(k)

l

; q

(j)

m

g = 0

f�

kl

;�

jm

g = 0

(3.22)

gegeben und die Zeitentwi
klung einer beliebigen Funktion

f(q; ::: ; q

(n�1)

;�

0

; ::: ;�

n�1

; t) auf dem prolongierten Phasenraum wird dur
h die

Glei
hung

df

dt

= ff;Hg+

�f

�t

(3.23)

bes
hrieben. Aus der Lagrangefunktion höherer Ordnung kann also ein Hamil-

ton-Formalismus entwi
kelt werden, der keinerlei Unters
hied zum gewöhnli
hen

Hamilton-Formalismus aufweist [42, S. 265℄,[43℄,[3℄.

3.2 Systeme mit Zwangsbedingungen

3.2.1 Lagrangeformalismus mit Zwangsbedingungen

In diesem Abs
hnitt sollen Lagrangefunktionen L = L(q; ::: ; q

(n)

) betra
htet wer-

den, deren Hesse-Matrix H

lm

(3.5) ni
ht invertierbar ist. Die Lehrbu
h-Literatur

[44, S. 38�℄,[45, S.78�℄ bes
hränkt si
h auf den Fall, dass die Lagrangefunktion

ni
ht höherer Ordnung ist, es ist aber mögli
h, diesen intuitiv zu verallgemeinern.

Eine strenge geometris
he Betra
htung �ndet si
h in [46℄.

Der Rang der Hesse-Matrix ist ni
ht vom verwendeten Koordinatensystem ab-

hängig und wird dur
h Addition einer totalen Zeitableitung zu L ni
ht geändert.

Man nimmt an, die Hesse-Matrix habe im gesamten Kon�gurationsraum den
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konstanten Rang r < f .

2

Dann gibt es f�r linear unabhängige Nullvektoren mit

f

X

m=1

�

a

m

(q; :::; q

(n)

)H

lm

(q; :::; q

(n)

) = 0; a = 1; : : : f � r: (3.24)

Kontrahiert man die Euler-Lagrange-Glei
hungen in der Form (3.6) mit �

a

l

, so

ergibt si
h

f

X

m=1

�

a

m

(q; :::; q

(n)

)f

m

(q; :::q

(2n�1)

) = 0; a = 1; : : : f � r: (3.25)

Dies sind f � r unabhängige Glei
hungen, die im Allgemeinen die unabhängi-

gen Kon�gurationsraumvariablen q; :::; q

(2n�1)

verknüpfen, also Zwangsbedingun-

gen (
onstraints) für die Dynamik (und insbesondere für die Anfangsbedingun-

gen) darstellen. Die Glei
hungen (3.25) können für unters
hiedli
he Systeme sehr

vers
hieden aussehen, sie können sogar inkonsistent sein, was äquivalent dazu ist,

dass die Wirkung keine stationären Punkte besitzt. Sol
he Fälle sind physikalis
h

ni
ht interessant und sollen hier ausges
hlossen sein. Es gibt dann unter den f�r

Glei
hungen von (3.25) zwei qualitativ vers
hiedene Arten:

1) Die Glei
hung vers
hwindet identis
h und stellt somit keine Bedingungen

an die Variablen des Kon�gurationsraumes.

2) Die Glei
hung vers
hwindet ni
ht identis
h und ist somit eine e
hte Ein-

s
hränkung des Kon�gurationsraumes.

Sind alle Glei
hungen vom Typ 1), so gibt es keine Zwangsbedingungen und

die Euler-Lagrange-Glei
hungen lassen si
h (wegen rk H

lm

= r na
h r Gröÿen

q

(2n)

s

; s = 1; : : : r au�ösen (rk bezei
hnet den Rang der Matrix). Wir erhalten

dann Glei
hungen der Form

q

(2n)

s

= g

s

(q

1

; :::; q

(2n�1)

r

jq

r+1

; :::; q

(2n)

f

): (3.26)

Dabei sind die q

r+1

(t) beliebig wählbare Funktionen. Die Gröÿen q

s

werden also

ni
ht allein dur
h die Anfangswerte, sondern erst dur
h Festlegung zusätzli
her

beliebiger Funktionen der Zeit bestimmt. Das Ers
heinen unbestimmter Funktio-

nen der Zeit in der allgemeinen Lösung ist eine typis
he Eigens
haft von Systemen

mit Nebenbedingungen.

2

H

lm

hängt natürli
h nur von den ersten f � n Variablen des Kon�gurationsraumes ab.
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Im Allgemeinen werden aber ni
ht alle Glei
hungen identis
h vers
hwinden. Wir

nehmen nun an, von den f�r Glei
hungen (3.25) seien r

0

von der Art 1 und diese

seien zusätzli
h voneinander unabhängig. Desweiteren gebe es r

1

Glei
hungen die

von den r

0

vorherigen abhängig sind und s
hlieÿli
h r

2

identis
h vers
hwindende

Glei
hungen (r

0

+ r

1

+ r

2

= f � r). Die r

0

unabhängigen Glei
hungen von der Art

1)

C

s

(q; :::; q

(2n�1)

) = 0; s = 1; : : : ; r

0

(3.27)

heiÿen dann primäre Lagrange-Zwangsbedingungen. Wir wollen zur Vereinfa-


hung zusätzli
h annehmen, dass die dur
h die Glei
hungen (3.27) de�nierte Flä-


he (

~

M) eine (2n � f � r

0

)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Kon�gurati-

onsraums ist. Oft [45, S. 82℄ wird au
h no
h gefordert, dass die Ja
obi-Matrix der

C

s

den Rang r

0

hat,wenn (3.27) gilt.

3

Nun wurde der Rang der Hesse-Matrix vorher auf dem gesamten Kon�gurations-

raum bestimmt. Die Zwangsbedingungen bes
hränken die Bewegung auf eine Un-

termannigfaltigkeit mit kleinerer Dimension, der Rang von H

lm

j

~

M

ist also even-

tuell kleiner als der von H

lm

. In diesem Fall gibt es weitere Nullvektoren, diese

müssen wieder in der glei
hen Weise untersu
ht werden, wie die ursprüngli
hen.

Man gelangt dann zu einer Untermannigfaltigkeit

~

~

M von

~

M , bere
hnet wieder

den Rang von H

lm

j

~

~

M

usw. Das Verfahren endet na
h endli
h vielen S
hritten

damit, dass si
h der Rang von H dur
h Eins
hränken auf die neue Untermannig-

faltigkeit ni
ht mehr ändert. Wir haben nun eine Untermannigfaltigkeit M

0

der

Dimension 2n � f � r

0

; r

0

� r

0

gewonnen, die dur
h r

0

Glei
hungen

C

s

0

(q; :::; q

(2n�1)

) = 0; s

0

= 1; : : : ; r

0

(3.28)

bestimmt wird. Zur Vereinfa
hung der folgenden Argumentation teilt man diese

in zwei Typen A und B auf:

A Die Zwangsbedingung enthält keine Ableitungen der Ordnung 2n� 1, also

A

s

0

a

= C

s

0

a

(q; :::; q

(2n�2)

) = 0

B Die Zwangsbedingung enthält Ableitungen der Ordnung 2n� 1, also

B

s

0

b

= C

s

0

b

(q; :::; q

(2n�1)

) = 0.

Die bisherigen Zwangsbedingungen wurden ledigli
h dur
h algebrais
he Umfor-

3

Das heiÿt, die Untermannigfaltigkeit ist eine na
h dem Satz vom regulären Wert. Die C

s

bilden zusammen mit einem Koordinatensystem auf

~

M lokal um

~

M

0

ein Koordintensystem des

Kon�gurationsraumes.
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mungen der Bewegungsglei
hungen gewonnen. Es muss aber zusätzli
h die Forde-

rung gestellt werden, dass die Zwangsbedingungen ni
ht nur für einen bestimmten

Zeitpunkt, sondern für alle Zeiten erfüllt sind. Man bildet also zunä
hst die zeitli-


he Ableitung einer Zwangsbedingung vom Typ A: Diese ist entweder algebrais
h

abhängig von den bereits vorhandenen Zwangsbedingungen,

dA

s

0

dt

= a

s

0

u

0

A

u

0

+ b

s

0

v

0

B

v

0

; (3.29)

oder liefert neue Zwangsbedingungen des Typs B und (na
h algebrais
her Um-

formung mit Hilfe s
hon bekannter Typ B-Zwangsbedingungen) au
h des Typs

A. Diese werden in die Menge der Zwangsbedingungen aufgenommen. Na
h end-

li
h vielen Wiederholungen liefert das Verfahren keine neuen Zwangsbedingun-

gen mehr und man kann si
h den Zwangsbedingungen vom Typ B zuwenden.

4

Dur
h Ableiten erhält man Glei
hungen, die q

(2n)

enthalten und (na
h Umfor-

mung) eventuell weitere neue Nebenbedingungen des Typs B oder A. Na
h end-

li
h vielen Wiederholungen ergeben si
h keine neuen Nebenbedingungen mehr.

Die Glei
hungen, die q

(2n)

enthalten und ni
ht reduziert werden können, nimmt

man zu den bereits vorhandenen Bewegungsglei
hungen hinzu, sofern sie linear

unabhängig von ihnen sind.

Dur
h die zusätzli
h erhaltenen Zwangsbedingungen wird die Bewegung aber wie-

der auf eine Untermannigfaltigkeit vonM

0

einges
hränkt und der Rang der Hesse-

Matrix kann kleiner geworden sein. Dann beginnt das Ganze damit von vorn, dass

man die Nullvektoren der einges
hränkten Hesse-Matrix bestimmt. Am Ende die-

ses Verfahrens �ndet man folgende Situation vor:

Es gibt Glei
hungen,

W

st

(q; :::; q

(2n�1)

)q

(2n)

t

= F

s

(q; :::; q

(2n�1)

); s = 1; : : : ; k (3.30)

die q

(2n)

enthalten, (dabei hat W

st

(q; :::; q

(2n�1)

) vollen Rang), und Zwangsbedin-

gungen

A

u

(q; :::; q

(2n�2)

) = 0; u = 1; : : : ; k

A

(3.31)

B

v

(q; :::; q

(2n�1)

) = 0; v = 1; : : : ; k

B

(3.32)

4

Zweite Ableitungen

d

2

A

dt

2

liefern damit keine Glei
hungen mehr, die unabhängig von A, B

und

dB

dt

wären.
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der Typen A und B, die man wieder zu

C

w

(q; :::; q

(2n�1)

) = 0; w = 1; : : : k

A

+ k

B

=: K (3.33)

zusammenfassen kann. Sie de�nieren eine (2n � f � K)-dimensionale Unterman-

nigfaltigkeit M des Kon�gurationsraumes, auf dem die Bewegung statt�ndet. Die

zeitli
hen Ableitungen der Zwangsbedingungen A

u

sind na
h Konstruktion alge-

brais
he Funktionen der Zwangsbedingungen und die zeitli
hen Ableitungen der

Zwangsbedingungen B

v

lassen si
h dur
h (3.30),(3.31),(3.32) ausdrü
ken. Das

heiÿt, die Glei
hungen

d

dt

C

w

(q; :::; q

(2n�1)

) = 0; w = 1; : : :K (3.34)

sind auf M algebrais
h erfüllt oder anders gesagt, die Zwangsbedingungen sind

stabil unter zeitli
her Evolution des Systems. Die Bewegungsglei
hungen (3.30)

determinieren also die Dynamik des Systems (bis auf eventuell auftretende be-

liebige Funktionen der Zeit q

m

(t)), während die Zwangsbedingungen (3.33) die

mögli
hen Anfangswerte eins
hränken.

3.2.2 Hamiltonformalismus mit Zwangsbedingungen

Die Bewegungsglei
hungen

Au
h im Falle des Hamiltonformalismus mit Nebenbedingungen bes
hränkt si
h

die Bu
h-Spezialliteratur auf die Bes
hreibung von Systemen, die ni
ht von hö-

herer Ordnung sind [45℄,[44℄,[47℄. Die Konzepte sind aber übertragbar, da es im

Hamiltons
hen Formalismus ni
ht wesentli
h ist, wie die Koordinaten und Impul-

se zustande gekommen sind, solange man in sinnvoller Weise eine symplektis
he

Form (in Koordinaten: Poissonklammer) einführen kann.

Anfangspunkt ist die De�nition der Ostrogradski-Impulse (3.7) bzw. (3.8)-(3.10).

Ist die Hesse-Matrix ni
ht invertierbar, so ist au
h die Abbildung (q; :::; q

(2n�1)

)!

(q; :::q

(n�1)

;�

0

; :::;�

n�1

) ni
ht invertierbar. Das heiÿt, die (q; :::q

(n�1)

;�

0

; :::;�

n�1

)

sind als Funktionen der (q; :::; q

(2n�1)

) ni
ht alle unabhängig. Hat H den Rang r

gibt es f � r unabhängige Relationen

�

i

(q; :::q

(n�1)

;�

0

; :::;�

n�1

; t); (3.35)
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die als primäre Zwangsbedingungen bezei
hnet werden. Bei Einsetzen von �

jm

=

�

jm

(q; :::; q

(2n�j�1)

; t) vers
hwinden sie identis
h, auf dem Phasenraum stellen sie

aber Zwangsbedingungen an Koordinaten und Impulse. Von diesen Zwangsbedin-

gungen wird wieder verlangt, dass ihre Ja
obi-Matrix an den Urbildpunkten von

�

i

= 0 vollen Rang hat, dass also die dur
h die Glei
hungen de�nierte Flä
he eine

Untermannigfaltigkeit ist und die �

i

lokal zusammen mit einer Karte der Unter-

mannigfaltigkeit ein Koordinatensystem des Phasenraumes bilden. Man bezei
h-

net die Untermannigfaltigkeit als Zwangsbedingungs�ä
he (
onstraint surfa
e) �.

Die Zeitentwi
klung des Systems wird dur
h die Ostrogradski-Hamiltonfunktion

(3.17) zuzügli
h einiger beliebiger Funktionen bestimmt: Sehen wir H zunä
hst

als Funktion der Variablen des Kon�gurationsraumes an:

H(q; :::; q

(2n�1)

) = �L(q; :::; q

(n)

) +

(n�1)

X

j=0

�

jm

(q; :::; q

(2n�j�1)

)q

j+1

m

: (3.36)

Wir wollen von nun an voraussetzen, dass L ni
ht explizit zeitabhängig ist. Au-

ÿerdem soll über l; m = 1; :::; f stets summiert werden.

Das Bemerkenswerte an H ist, dass die Ableitungen höher als q

(n�1)

nur in der

Kombination �

jm

(q; :::; q

(2n�j�1)

; t) in H eingehen, H also in Wirkli
hkeit nur

von (q; :::q

(n�1)

;�

0

; :::;�

n�1

) abhängt. Dies veri�ziert man am einfa
hsten dur
h

Bilden der Variation von H:

ÆH =�

n

X

j=0

�L

�q

(j)

m

Æq

(j)

m

+

n�1

X

j=0

2n�j�1

X

k=0

��

jm

�q

k

l

Æq

(k)

l

q

j+1

m

+

n�1

X

j=1

�

jm

Æq

(j+1)

m

=�

n�1

X

j=0

�L

�q

(j)

m

Æq

(j)

m

�

�L

�q

(n)

m

Æq

(n)

m

+

n�2

X

j=0

�

q

(j+1)

m

Æ�

jm

+�

jm

Æq

(j+1)

m

�

+ q

(n)

m

Æ�

n�1

+�

n�1

Æq

(n)

m

=�

n�1

X

j=0

�L

�q

(j)

m

Æq

(j)

m

+

n�2

X

j=0

�

q

(j+1)

m

Æ�

jm

+�

jm

Æq

(j+1)

m

�

+ q

(n)

m

Æ�

n�1

:

(3.37)

Die vorkommende Koordinate q

(n)

kann zwar ni
ht dur
h (q; :::; q

(n�1)

;�

n�1

; t)

ausgedrü
kt werden, es ist aber trotzdem mögli
h, die Hamiltonfunktion

H(q; :::q

(n�1)

;�

0

; :::;�

n�1

) zu bilden, indem man die vorkommenden q

(n)

zusam-

men mit anderen Variablen als �

n�1

s
hreibt. Allerdings ist diese Umformung
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ni
ht eindeutig (sonst wäre (q; :::; q

(n)

)! (q; :::; q

(n�1)

;�

n�1

) umkehrbar.) Da die

Hamiltonfunktion nur auf der Zwangsbedingungs�ä
he dur
h (3.17) de�niert ist,

liegt es nahe anzunehmen, dass der Formalismus (und die am Ende resultierende

Dynamik des Systems) si
h ni
ht ändert, wenn H auÿerhalb dieser Ober�ä
he

verändert wird:

H �! H

0

= H + 


a

�

a

: (3.38)

Dies ist tatsä
hli
h der Fall.

5

Die Beweise [47, S. 11℄, [45, S. 93℄, [44, S. 46℄ für

Systeme gewöhnli
her Ordnung können lei
ht abgewandelt übertragen werden,

wenn man die Phasenraumvariablen wie gewöhnli
he Koordinaten q und Impulse

p behandelt. Dies soll für den Beweis in [47℄ vorgeführt werden.

Dazu benötigen wir den folgenden kleinen Satz [47, S.10℄:

�If �

n

Æq

n

+ �

n

Æp

n

= 0 for arbitrary variations Æq

n

; Æp

n

tangent to the 
onstraint

surfa
e, then

�

n

= u

m

��

m

�q

n

(3.39)

�

n

= u

m

��

m

�p

n

(3.40)

for some u

m

. The equalitites here are equalities on the surfa
e.�

Dieser Satz ist ein Satz über Mannigfaltigkeiten bzw. Kurven und deren Varia-

tionen auf Mannigfaltigkeiten und kann wörtli
h auf den Fall des prolongierten

Phasenraumes übertragen werden.

Nun s
hreiben wir Glei
hung (3.37) in der Form:

n�1

X

j=0

 

�H

�q

(j)

m

+

�L

�q

(j)

m

� �

(j�1)m

!

Æq

(j)

m

+

�

�H

��

jm

� q

(j)

m

�

Æ�

jm

= 0; (3.41)

wobei �

�1m

= 0 sein soll. Der eben zitierte Satz kann nun dazu benutzt werden,

dies als

q

(j)

m

=

�H

��

jm

+ u

a

��

a

��

jm

(3.42)

�L(q; :::; q

(n)

)

�q

(j)

m

� �

(j�1)m

= �

�H(q;�)

�q

(j)

m

� u

a

��

a

�q

(j)

m

(3.43)

5

Die Uneindeutigkeit in der Ersetzung von q

(n)

beruht auf sol
hen Veränderungen von H.
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zu formulieren. Mit den Euler-Lagrange-Glei
hungen (3.4), insbesondere (3.15,

3.16) ergeben si
h dann die Bewegungsglei
hungen der Dynamik:

dq

(j)

m

dt

=

�H

��

jm

+ u

a

��

a

��

jm

(3.44)

d�

jm

dt

= �

�H

�q

(j)

m

� u

a

��

�q

(j)

m

(3.45)

�

a

(q;�) = 0: (3.46)

Mit der Poisson-Klammer auf dem prolongierten Phasenraum kann die Zeitevo-

lution einer beliebigen Phasenraumfunktion damit als

df

dt

= ff;Hg+ u

m

ff;�

m

g+

�f

�t

(3.47)

ges
hrieben werden. Die auftretenden u

m

sind Funktionen der Kon�gurations-

raumvariablen ((3.42) ist wegen der Regularitätsbedigung an �

a

im Prinzip na
h

u

m

au�ösbar). Umgekehrt können sie ausgehend vom Phasenraum als freie Para-

meter betra
htet werden, die die Abbildung (q; :::; q

(2n�1)

)!

(q; :::q

(n�1)

;�

0

; :::;�

n�1

; u

m

) invertierbar ma
hen, also als Koordinaten des Urbil-

des eines Punktes (q; :::q

(n�1)

;�

0

; :::;�

n�1

) im Kon�gurationsraum.

Die primären Zwangsbedingungen sind im Laufe der Dynamik zunä
hst ni
ht

von si
h aus erhalten. Sie stellen zusätzli
h zu den di�erentiellen Bewegungsglei-


hungen Bedingungen an die Dynamik des Systems. Man kann aber nun wieder

die zeitli
hen Ableitungen der Zwangsbedingungen bilden und mit der Forderung

d=dt(�) = 0 und mit (3.47) Eins
hränkungen an die u

a

oder neue, sekundäre

Zwangsbedingungen erhalten. Aus diesen wieder tertiäre usw. Das Verfahren en-

det na
h endli
h vielen S
hritten damit, dass wir K Zwangsbedingungen

�

k

(q; :::q

(n�1)

;�

0

; :::;�

n�1

) = 0; k = 1; : : :K (3.48)

erhalten, die wieder den übli
hen Regularitätsbedingungen gehor
hen sollen, also

eine glatte Untermannigfaltigkeit als Zwangsbedingungs�ä
he � de�nieren.

Wie ist die Beziehung zu den Zwangsbedingungen des Lagrangeformalismus?Man

kann zeigen, dass (die Notation deutet es bereits an) Hamiltons
he und Lagran-

ges
he Zwangsbedingungen für singuläre Systeme höherer Ordnung äquivalent
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sind [46℄. (Insbesondere übernehmen die �

a

die zeitli
he Stabilität von den C

w

.)

Wenn es also gelingt, dieK Zwangsbedingungen C

w

= 0 des Lagrangeformalismus

unter Zuhilfenahme der De�nitionsglei
hungen für die Impulse so umzuformen,

dass K unabhängige Glei
hungen �

a

= 0 entstehen, die die Phasenraumvaria-

blen verknüpfen und eine Untermannigfaltigkeit de�nieren, so kann man diese als

Zwangsbedingungen des Hamilton-Formalismus ansehen.

Zwangsbedingungen erster und zweiter Klasse

Hat man einen vollständigen Satz von Zwangsbedingungen �

k

gefunden, kann

man die Eins
hränkungen an die u

a

mit den primären Zwangsbedingungen �

a

gemäÿ

0 � f�

k

; Hg+ u

a

f�

k

;�

a

g; k = 1; : : : ; K; a = 1; : : : ; r (3.49)

formulieren. Um auszudrü
ken, dass eine Glei
hheit nur auf der Zwangsbedin-

gungs�ä
he gilt, wollen wir dabei das Symbol � benutzen.

6

Die allgemeine Lö-

sung dieser Glei
hung ist von der Form u

a

= U

a

+V

a

, mit einer speziellen Lösung

des inhomogenen Glei
hungssystems U

a

und einer allgemeinen Lösung V

a

von

V

a

f�

k

;�

a

g � 0: (3.50)

Die allgemeine Lösung V

a

ist dabei eine Linearkombination unabhängiger Lösun-

gen V

a

s

mit s = 1; : : : ; K � A, wobei A der Rang der Matrix f�

k

;�

a

g ist. Somit

wird die Zeitevolution dur
h

df

dt

= ff;Hg+ U

a

ff;�

a

g+ v

s

V

a

s

ff;�

a

g+

�f

�t

; a = 1; : : : ; r; s = 1 : : : ; K � A

(3.51)

mit beliebigen Funktionen v

s

bestimmt. Sol
he Funktionen treten immer dann

auf, wenn bestimmte Zwangsbedingungen des Lagrange-Formalismus identis
h

erfüllt sind, vgl. (3.26) und [44, S. 64℄.

Von physikalis
hen Observablen erwarten wir aber, dass ihre Zeitevolution voll-

ständig determiniert ist. Für eine sol
he Observable dürfen die Funktionen v

s

6

So gilt z.B. �

a

� 0 oder H � H

0

.
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keine Rolle spielen, das heiÿt, wir verlangen dass Variationen

ÆF = Æv

s

V

a

s

fF;�

a

g (3.52)

die physikalis
he Situation ni
ht ändern. Es handelt si
h hierbei ledigli
h um

Ei
htransformationen.

Für die Frage, wel
he Ei
htransformationen auftreten, spielt o�ensi
htli
h der

Rang der Matrix f�

k

;�

a

g eine ents
heidende Rolle. Dies führt zu einer Eintei-

lung der Zwangsbedingungen in zwei Klassen, die im Gegensatz zur Einteilung

der Lagranges
hen Zwangsbedingungen in zwei Typen und der Hamiltons
hen in

primäre, sekundäre usw. weitrei
hende Folgen für die Dynamik des Systems hat:

1. Man bezei
hnet eine Zwangsbedingung als erster Klasse, wenn ihre Poisson-

Klammer mit allen anderen Zwangsbedingungen auf � vers
hwindet.

2. Man bezei
hnet eine Zwangsbedingung als zweiter Klasse, wenn ihre Poisson-

Klammer mit einer Zwangsbedingung auf � ni
ht vers
hwindet.

Hat die Matrix der Poissonklammern

C

kl

= f�

k

;�

l

g (3.53)

auf � den Rang A, so kann dur
h eine Umde�nition der Zwangsbedingungen

�

j

! �

0

k

= A

kj

�

j

stets

C

kl

= f�

0

k

;�

0

l

g �

 

0 0

0 C

rs

!

k; l = 1; : : : ; K; s = 1; : : : ; A (3.54)

errei
ht werden. Man kann also annehmen, dass die ersten K � A Zwangsbe-

dingungen erster Klasse und die letzten A Zwangsbedingungen zweiter Klasse

sind.

Die Dira
-Klammer

In unseren Systemen werden nur Zwangsbedingungen zweiter Klasse auftreten,

insbesondere gibt es keine beliebigen Funktionen der Zeit in der Dynamik. Wir

wollen uns daher bei unseren Überlegungen auf diesen Fall bes
hränken und die

Zwangsbedingungen zur besseren Unters
heidung vom allgemeinen Fall mit 


k

bezei
hnen. Wir können also annehmen, die Matrix C

kl

habe vollen Rang K auf

� und sei somit au
h auf einer Umgebung von � invertierbar.
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Daraus folgt insbesondere, dass die Anzahl K der Zwangsbedingungen gerade

ist.

7

Das heiÿt aber au
h, dass die Dimension g = 2n � f �K von � gerade ist.

Man kann nun auf � und Umgebung lokal bezügli
h eines Koordinatensystems

die Dira
-Klammer einführen:

fF;Gg

�

= fF;Gg � fF; 


k

gC

�1

kl

f


l

; Gg: (3.56)

Wie man dur
h Na
hre
hnen zeigt, hat sie zunä
hst die Eigens
haften, die wir

von der Poisson-Klammer bereits kennen:

Antisymmetrie: fF;Gg

�

= �fG;Fg

�

(3.57)

Derivationsregel: fF;GRg

�

= fF;Gg

�

R +GfF;Rg

�

(3.58)

Ja
obi-Identität: ffF;Gg

�

; Rg

�

+ ffR;Fg

�

; Gg

�

+ ffG;Rg

�

; Fg = 0:

(3.59)

Auÿerdem gibt es no
h zwei weitere wi
htige Eigens
haften:

Die Dira
-Klammer jeder Funktion F mit einer der Zwangsbedingungen ver-

s
hwindet im ganzen De�nitionsberei
h (also ni
ht nur auf �) und bei einer Funk-

tion G, deren Poisson-Klammer mit den Zwangsbedingungen auf � vers
hwindet,

ist die Dira
-Klammer auf � glei
h der Poisson-Klammer.

f


k

; Fg

�

= 0 F beliebig (3.60)

fG;Fg

�

� fG;Fg F beliebig, fG; 


k

g � 0; 8 


k

(3.61)

Aus der ersten Eigens
haft und der Derivationsregel kann man sofort s
hlieÿen,

dass es mögli
h ist, alle Zwangsbedingungen vor Bere
hnung der Dira
-Klammer

überall glei
h null zu setzen. Die zweite führt, wenn man berü
ksi
htigt, dass

aufgrund der zeitli
hen Stabilität

0 �

d

dt




k

= f


k

; Hg+ u

m

f


k

; 


m

g; m = 1; : : : ; r; k = 1; : : : ; K (3.62)

(


m

primäre Zwangsbedingungen) gilt, direkt auf eine neue Formulierung der

7

C

lk

ist antisymmetris
h, also

det C = det C

T

= det (�1C) = (�1)

n

det C: (3.55)

Na
h Voraussetzung: det C 6= 0. Also ist n gerade.
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Bewegungsglei
hungen:

d

dt

F =

3.51

fF;Hg+ u

m

fF; 


m

g+

�F

�t

� fF;H + u

m




m

g+

�F

�t

�

3.60

fF;H + u

m




m

g

�

+

�F

�t

=

3.61

fF;Hg

�

+

�F

�t

(3.63)

Im zweiten S
hritt wurde fF; u

m




m

g � u

m

fF; 


m

g benutzt.

Na
hdem uns die Poisson-Klammer auf dem Phasenraum dazu gedient hat, C

kl

zu bestimmen, benötigen wir diese Struktur also ni
ht mehr und können uns auf

die Dira
-Klammer bes
hränken. Zusätzli
h wird die Unters
heidung zwis
hen

primären und sonstigen Nebenbedingungen obsolet. Man kann zeigen [36, S.254℄,

dass die Dira
-Klammer ni
hts anderes ist als die Eins
hränkung der Poisson-

Klammer auf � (oder anders gesagt, der Pullba
k mit der Inklusionsabbildung),

d. h. es gilt für zwei Funktionen F und G auf dem Phasenraum und für deren

Eins
hränkung auf �:

fF j

�

; Gj

�

g (z) = fF;Gg

�

(z); z 2 � (3.64)

Kanonis
he Koordinaten

Es ist immer mögli
h [44, S. 82 �℄ auf dem (reduzierten)

8

Phasenraum lokal um

einen Punkt z von � ein Koordinatensystem (Q;P; 
) so einzuführen, dass Q und

P bezügli
h der Dira
-Klammer kanonis
h konjugiert sind. Dabei sind (Q;P )

Koordinaten des Phasenraumes um z und 
 die Zwangsbedingungen bezügli
h

�.

9

fP

a

; P

b

g

�

= 0; a; b = 1; : : : ;

g

2

(3.65)

fQ

a

; Q

b

g

�

= 0 (3.66)

fQ

a

; P

b

g

�

= Æ

a;b

: (3.67)

8

Sind Zwangsbedingungen erster Ordnung vorhanden, muss man den Raum zunä
hst dur
h

Quotientenbildung bezügli
h der Ei
horbits reduzieren. [47, S. 54℄

9

Da si
h, wie man zeigen kann [47, S.11℄, alle mögli
hen Zwangsbedingungen 


0

für � dur
h

Kombinationen der ursprüngli
hen 
 darstellen lassen, können wir letztere au
h beibehalten.
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(Na
h (3.55) ist g=2 eine ganze Zahl.) In diesen Koordinaten verhalten si
h

Funktionen auf � also genau wie Funktionen in einem regulären System mit

g Freiheitsgraden. Die Zeitentwi
klung wird dur
h die Hamiltonfunktion

~

H =

H(q(Q;P ); ::: ;�

n�1

(Q;P )) bestimmt, die Zwangsbedingungen sind automatis
h

erfüllt und müssen ni
ht mehr berü
ksi
htigt werden.

Diese Transformation ist in den von uns betra
hteten Systemen sogar global mög-

li
h, was die vorkommenden Re
hnungen stark vereinfa
ht.

3.3 Verallgemeinerte kanonis
he Transformationen

3.3.1 Kanonis
he Transformationen im Fall höherer Ord-

nung

Die Erkenntnisse über kanonis
he Transformationen von Systemen gewöhnli
her

Ordnung können wieder direkt auf Systeme höherer Ordnung übertragen werden.

Es ist ja au
h hier nur wi
htig, dass wir einen Satz kanonis
h konjugierter Va-

riablen und eine symplektis
he Struktur (Poissonklammer) auf dem Phasenraum

gegeben haben, sowie eine Hamiltonfunktion, die die Zeitentwi
klung bestimmt.

Eine Transformation (q;�)! (�q;

�

�) wird also als kanonis
h bezei
hnet, wenn es

im neuen Koordinatensystem eine Funktion

�

H(�q;

�

�) gibt, so dass aus

ÆS = Æ

Z

t

2

t

1

dt

n�1

X

j=0

�

jm

d

dt

q

(j)

m

�H(q; :::; q

(n�1)

;�

0

; :::�

n�1

) = 0 [3.20℄

ÆS = Æ

Z

t

2

t

1

dt

n�1

X

j=0

�

�

jm

d

dt

�q

(j)

m

�

�

H(�q; :::; �q

(n�1)

;

�

�

0

; :::

�

�

n�1

) = 0 (3.68)

folgt. Dies ist äquivalent zu den Glei
hungen

"

n�1

X

j=1

d

dt

q

(j)

m

�

jm

�H

#

�

"

n�1

X

j=1

d

dt

�q

(j+1)

m

�

�

jm

�

�

H

#

=

d

dt

F (q;�; �q;

�

�; t) (3.69)

und zu der Aussage, dass die Bewegungsglei
hungen, die eine direkte Folge des

Hamiltons
hen Prinzips (3.20) sind, au
h mit

�

H die gewohnte Form annehmen.

Man kann auÿerdem zeigen, dass Transformationen genau dann kanonis
h sind,

wenn sie die Poissonklammern invariant lassen [38, S. 109℄.
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Da die alten und neuen Koordinaten über einen Di�eomorphismus zusammen-

hängen, hängt F nur von 2nf unabhängigen Variablen ab. Dur
h Angabe von F

ist die Transformation und die neue Hamiltonfunktion

�

H weitgehend bestimmt

und man kann von den vers
hiedenen F auf sogenannte Erzeugende F

1

bis F

4

s
hlieÿen, die jeweils von vers
hiedenen Koordinaten abhängen und auf jeweils

genau eine kanonis
he Transformation führen:

F

1

= F

1

(q; �q; t) (3.70)

F

2

= F

2

(q;

�

�; t) (3.71)

F

3

= F

3

(�; �q; t) (3.72)

F

4

= F

4

(�;

�

�; t): (3.73)

Die kanonis
hen Transformationen bilden eine 2n�f -dimensionale Lie-Gruppe, die

symplektis
he Gruppe (vgl. z. B. [39, S. 259�℄). Um die zugehörige Lie-Algebra zu

�nden, müssen wir uns mit in�nitesimalen Transformationen bes
häftigen. Also

sind für uns nur die Erzeugenden interessant, die au
h die identis
he Abbildung

generieren. Das sind F

2

und F

3

. Wir wählen F

2

aus. Die von F

2

erzeugte kanoni-

s
he Transformation lautet

�

jm

=

�F

2

�q

(j)

m

(3.74)

�q

(j)

m

=

�F

2

�

�

�

jm

(3.75)

�

H = H +

�F

2

�t

; (3.76)

was man genauso herleitet wie im gewöhnli
hen Fall (für diesen siehe z. B. [48, S.

329℄). Die identis
he Abbildung wird o�ensi
htli
h von

F

2

=

n�1

X

j=0

q

(j)

m

�

�

jm

(3.77)

erzeugt. Bei einer Transformation mit in�nitesimalem Parameter � erhalten wir:

F

2

(�) =

n�1

X

j=0

q

(j)

m

�

�

jm

+ ��(q;

�

�) +O(�

2

): (3.78)
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Analog zu (2.10) wird dann

�(q;

�

�) =

d

d�

F

2

(�) (3.79)

als Erzeugende der in�nitesimalen kanonis
hen Transformation bezei
hnet. Aus

(3.74),(3.75) folgt für die in�nitesimale Transformation der Koordinaten:

�q

(j)

m

= q

(j)

m

+ �

��(q;

�

�)

�

�

�

jm

+O(�

2

) (3.80)

�

jm

=

�

�

jm

+ �

��(q;

�

�)

�q

(j)

m

+O(�

2

): (3.81)

Da wir nur Terme bis zur ersten Ordnung in � betra
hten, kann man in � alle

�

� dur
h � ersetzen. Die in�nitesimalen Veränderungen der Koordinaten lauten

dann

Æq

(j)

m

= �q

(j)

m

� q

(j)

m

= �

��(q;�)

��

jm

= �fq

(j)

m

; �(q;�)g (3.82)

Æ�

jm

=

�

�

jm

� �

jm

= � �

��(q;�)

�q

(j)

m

= �f�

jm

; �(q;�)g: (3.83)

Der in�nitesimalen Erzeugenden T von Abs
hnitt 2.2.1 in di�erentieller Darstel-

lung entspri
ht also hier der Di�erentialoperator

T = f:; �g (3.84)

mit der Erzeugenden der in�nitesimalen Transformation �. Für eine Phasenraum-

funktion G bedeutet das

Æ

�

G = �fG; �g: (3.85)

Tatsä
hli
h lässt si
h jede in�nitesimale Erzeugende lokal bezügli
h bestimmter

Koordinaten so s
hreiben (Rekti�zierungssatz, [36, S. 165℄). Für Erzeugende ka-

nonis
her Transformationen gilt das sogar global.

Kommen wir nun zur Lie-Algebra: Die Lie-Algebra der in�nitesimalen Erzeugen-

den hatte als Lie-Klammer den Kommutator. Sind T und R zwei in�nitesimale

Erzeugende, kann man den Kommutator mit (3.84) als

[T;R℄ = [f:; �g; f:; �g℄ (3.86)
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= f:; f�; �gg (3.87)

s
hreiben. Es ist klar, dass f:; :g den Vektorraum der Erzeugenden kanonis
her

Transformationen zu einer Lie-Algebra ma
ht. Die Poisson-Klammer-Relationen

der Erzeugenden in�nitesimaler Transformationen sind dabei mit den Klammer-

relationen der Lie-Algebra der entspre
henden Transformationsgruppe identis
h.

Für die Poin
aré-Gruppe heiÿt das: Es gibt (zumindest lokal um e) eine Darstel-

lung als kanonis
he Transformationen auf dem Phasenraum, wenn es Erzeugende

der in�nitesimalen Transformation P

i

(q;�); J

i

(q;�); H(q;�); G

i

(q;�) gibt, die

bezügli
h der Poisson-Klammern f:; :g die Relationen (2.19-2.27) erfüllen. Haben

wir eine physikalis
he Interpretation der Phasenraumvariablen, z. B. als kartesi-

s
he Ortskoordinaten von Teil
hen, so ist es sinnvoll zusätzli
h zu fordern, dass

die Variablen (q) gemäÿ (2.15, 2.16, 2.17, 2.18) transformiert werden, dass also

P

i

(q;�); J

i

(q;�); H(q;�); G

i

(q;�) die Erzeugenden von räumli
her Translation,

räumli
her Drehung, Zeittranslation und spezieller Lorentztransformation sind

(auf die Transformationseigens
haften der Impulse kann man dann, wenn nötig,

aus (3.7) s
hlieÿen). Man sagt in diesem Fall, die Theorie sei Poin
aré-invariant.

3.3.2 Verallgemeinerte kanonis
he Transformationen

Transformationen, die die Dira
-Klammer invariant lassen, werden verallgemei-

nerte kanonis
he Transformationen genannt. Au
h sie lassen si
h stets aus Erzeu-

genden in�nitesimaler verallgemeinerter kanonis
her Transformation � gewinnen:

Æ

�

G = �fG; �g

�

: (3.88)

Sol
he Transformationen ändern die Zwangsbedingungen wegen (3.60) ni
ht, ins-

besondere lassen sie die Zwangsbedingungs�ä
he invariant:

Æ

�




k

= �f


k

; �g

�

=

(3.60)

0: (3.89)

Aus (3.61) lesen wir eine weitere Eigens
haft ab: O�ensi
htli
h ist eine Erzeugende

bezügli
h der Poisson-Klammer, die die Zwangsbedingungen invariant lässt (also

f�; 
g = 0), au
h eine Erzeugende einer verallgemeinerten kanonis
hen Trans-

formation bezügli
h der Dira
-Klammer. In diesem Fall gilt ja f�; :g = f�; :g

�

.

Dies ist tatsä
hli
h ganz allgemein gültig: Kennen wir eine Erzeugende auf dem
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gesamten Phasenraum (das ist z. B. für P

i

und J

i

der Fall), so kann die Erzeu-

gende auf � gemäÿ (3.64) dur
h simples Eins
hränken oder Benutzen der Dira
-

Klammer gewonnen werden. Umgekehrt ist es stets mögli
h (wenn au
h ni
ht

immer sinnvoll), eine verallgemeinerte kanonis
he Transformation auf � zu einer

kanonis
hen Transformation des Phasenraumes zu erweitern [45, S. 124℄, die so

konstruiert wird, dass ihre Poissonklammern mit den Zwangsbedingungen auf �

vers
hwindet, � also invariant bleibt.

10

Es ist aber zu bea
hten, dass trotz dieser

Zusammenhänge die verallgemeinerten kanonis
hen Transformationen normaler-

weise keine Untergruppe der kanonis
hen Transformationen auf dem gesamten

Phasenraum bilden, sondern eine eigene Struktur haben, weil die Variablen (q;�)

im Allgemeinen ni
ht kanonis
h sind. Wegen 3.2.2 gilt aber, dass man lokal stets

sol
he kanonis
he Koordinaten �ndet. Für Transformationen nahe der Identität,

ist die Struktur also glei
h, so dass eine Untergruppe vorliegt [45, S. 131℄. Im Fall

der von uns betra
hteten Systeme gelingt es sogar, global zu kanonis
h konju-

gierten Koordinaten überzugehen, dass heiÿt, die verallgemeinerten kanonis
hen

Transformationen sind eine g-dimensionale Untergruppe der 2n �f -dimensionalen

Gruppe der kanonis
hen Transformationen des gesamten Phasenraumes.

Wie ist die Beziehung der Lie-Algebra einer Gruppe von kanonis
hen Transfor-

mationen zur Dira
-Klammer? Zunä
hst ist klar, dass die Dira
-Klammer die

Funktionen auf � zu einer Lie-Algebra ma
ht. Da die in�nitesimalen Trans-

formationen nahe der Identität liegen, können wir zu kanonis
h konjugierten

Variablen übergehen und dort genauso argumentieren, wie im vorherigen Ab-

s
hnitt 3.3.1, um dana
h wieder zu den übli
hen Variablen zurü
kzukehren: Die

Dira
-Klammer-Relationen (der Lie-Algebra) der Erzeugenden verallgemeinerter

kanonis
her Transformationen entspre
hen genau den Klammerrelationen der Lie-

Algebra der Gruppe.

3.3.3 Eine geometris
he Si
ht der Dinge

In diesem Abs
hnitt können wir dank der allgemeineren geometris
hen Spre
h-

weise den singulären und ni
htsingulären Fall gemeinsam behandeln. Es soll ange-

nommen werden, dass wir eine g-dimensionale Mannigfaltigkeit M , mit g gerade

(also z. B. den 2n � f -dimensionalen Phasenraum oder �) gegeben haben. Dar-

10

Im Gegensatz zur Erzeugenden bezügli
h der Dira
-Klammer wird aber ni
ht mehr jede

Flä
he mit konstantem 


k

invariant gelassen.
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auf möge eine symplektis
he Form gegeben sein (in Koordinaten: Poisson- oder

Dira
-Klammer), also eine s
hiefsymmetris
he, ges
hlossene und ni
htausgeartete

Zweiform !.

11

(Dies ist im singulären Fall dann mögli
h, wenn man die Ei
horbits

herausgeteilt hat oder keine Zwangsbedingungen erster Klasse vorkommen.) In

lokalen Koordinaten ist ! na
h dem Satz von Darboux stets als

! =

g=2

X

k=0

dx

k

^ dx

g=2+k

(3.90)

s
hreibbar. Diese Koordinaten bezei
hnet man dann als kanonis
h (vgl. 3.2.2).

Nun benötigen wir den Begri� des Hamiltons
hen Vektorfeldes: Ein Vektorfeld

wird Hamiltons
h

12

genannt und mit X

F

bezei
hnet, wenn es eine Funktion F auf

dem Phasenraum gibt, so dass

!

z

(X

F

(z); v) = dF (z) � v (3.91)

für alle v 2 T

z

M gilt also lokal in kanonis
hen Koordinaten

X

F

(q; p) =

 

�F

�p

i

�

�F

�q

i

!

=

�F

�p

i

�

�q

i

�

�F

�q

i

�

�p

i

(3.92)

oder

(dG �X

F

)(q; p) = fG;Fg(q; p): (3.93)

Die Poisson-Klammer zweier Funktionen ist in koordinatenfreier S
hreibweise also

als

fF;Gg(z) = !(X

F

; X

G

)(z) (3.94)

gegeben. Sie ma
ht den Raum der Funktionen aufM , F(M), zu einer Lie-Algebra.

Man kann zeigen, dass der Fluss eines Hamiltons
hen Vektorfeldes stets symplek-

tis
h/kanonis
h ist, also die Transformation die symplektis
he Struktur bzw. die

Poisson- oder Dira
-Klammer erhält [36, S. 167℄.

Wie wir gesehen hatten (2.2.3, (2.38)), waren die in�nitesimalen Erzeugenden

geometris
h Vektorfelder �

M

auf M . Die dur
h sie erzeugten in�nitesimalen Ver-

11

Für eine geometris
he Betra
htung des Übergangs vom Lagrange- zum Hamiltonformalis-

mus im singulären Fall höherer Ordnung siehe [46℄.

12

Der Name resultiert wohl aus der mögli
hen Darstellung der Hamiltons
hen Glei
hungen

als

�

_q

_p

�

= X

H
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änderungen von Objekten waren dur
h die Lieableitung entlang des Vektorfeldes

gegeben.

Nehmen wir nun an, dass die in�nitesimalen Erzeugenden �

M

, �

M

, �

M

Hamil-

tons
he Vektorfelder zu Funktionen �, � bzw. Z sind. Für den Kommutator

[�

M

; �

M

℄ = �

M

gilt, wie man in lokalen Koordinaten lei
ht na
hre
hnet.

13

:

X

Z

= �

M

= [�

M

; �

M

℄ = [X

�

; X

�

℄ = X

�f�;�g

(3.95)

Und wegen der Eindeutigkeit von F:

Z = �f�;�g: (3.96)

Mit (3.95) und (3.96) können wir daher folgern:

Die Abbildung

F(M)! X(M)

F ! X

F

(3.97)

ist ein Liealgebren-Antihomomorphismus. Aus einer Lie-Klammerrelation der Lie-

Algebra einer Liegruppe [�; �℄ = � (vgl.(2.34)) folgt mit (2.39) und (3.97) also eine

Poisson-(Dira
-)-Klammerrelation der Erzeugenden der entspre
henden Transfor-

mation f�;�g = Z.

3.4 Erzeugende auf Systemen von Teil
hen

3.4.1 Die Erzeugende H

Wir betra
hten hier ein System von N Punktteil
hen, deren Trajektorien x

ai

(t)

im Phasenraum gegeben sind. Dabei sind x

ai

physikalis
h die Ortskoordinaten

des a-ten Teil
hens in einem kartesis
hen Koordinatensystem.

H ist die Erzeugende der in�nitesimalen Zeittranslation. Im Phasenraum ent-

spri
ht dies (in unserer aktiven Interpretation) einer in�nitesimalen Translation

jedes Teil
hens entlang seiner Trajektorie. Die Erzeugende der (verallgemeiner-

13

Eleganter und au
h für unendli
he Dimensionen geeignet, ist die Benutzung der Ja
obi-

Identität [36, S. 347℄
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ten) kanonis
hen Transformation H ist damit dur
h

Æ

�

x

(k)

ai

= �

d

dt

x

(k)

ai

= �fx

(k)

ai

; Hg

(�)

(3.98)

Æ

�

�

k ai

= �

d

dt

�

k ai

= �f�

k ai

; Hg

(�)

(3.99)

gegeben. Na
h den Bewegungsglei
hungen (3.23) bzw. (3.63) ist H (wie von der

Notation s
hon vorweggenommen) die Hamiltonfunktion des Systems. Da die

Hamiltonfunktion numeris
h glei
h der Gesamtenergie des Systems ist, bedeutet

der vers
hwindende Kommutator fH;Hg = 0 gemäÿ

Æ

�

H = �

d

dt

H = �fH;Hg+ �

�H

�t

= 0 (3.100)

bei ni
ht explizit zeitabhängiger Funktion H, dass die Gesamtenergie des Systems

erhalten ist.

3.4.2 Die Erzeugenden P

i

und J

i

P

i

und J

i

sind physikalis
h die Erzeugenden der räumli
hen Translation in Ri
h-

tung der i-ten Koordinatena
hse bzw. der entspre
henden räumli
hen Drehung.

Die (skalaren) Koordinaten x

�

und die kontravarianten verallgemeinerten Ge-

s
hwindigkeitsvektoren transformieren si
h unter einem Di�eomorphismus lokal

wie x

�

0

(x

�

) bzw. x

(l)�

0

=

�x

�

0

�x

�

x

(l)�

, (l > 0). Für ein Teil
hen a mit Ortsvektor x

a

und Ges
hwindigkeiten x

(n)

a

folgt damit im Fall der in�nitesimalen Translation

um � (Translationsvektor) bzw. der in�nitesimalen Drehung um ' (Dreha
hse

und Drehwinkel):

�

i

= Æ

�

x

ai

=

3

X

k=1

�

k

fx

ai

; P

k

g (3.101)

0 = Æ

�

x

(l)

ai

=

3

X

k=1

�

k

fx

(l)

ai

; P

k

g; l > 0 (3.102)

3

X

j;k=1

'

k

J

k ij

x

(m)

aj

= Æ

'

x

(m)

ai

=

3

X

k=1

'

k

fx

(m)

ai

; J

k

g; m � 0: (3.103)

62



Dabei bezei
hne J

k ij

die 3� 3-Matrixdarstellungen der in�nitesimalen Erzeugen-

den J

k

, (vgl.(2.14)). Die Impulse sind kovariante Vektorfelder

14

, transformieren

si
h also wie �

m�

=

�x

�

0

�x

�

�

m�

0

, insbesondere skalar unter räumli
her Translation

der Koordinaten. Im Fall der Drehung R der Teil
henpositionen (aktive Interpre-

tation) lautet die Transformation:

�

0

mai

= �

maj

R

�1

ji

m = 0; : : : ; n� 1: (3.104)

Betra
hten wir die Komponenten �

mai

ledigli
h als skalare Funktionen auf dem

Phasenraum, so kann obige Glei
hung wegen der Orthogonalität der Drehmatrix

als

�

0

mai

= R

ij

�

maj

m = 0; : : : ; n� 1 (3.105)

ges
hrieben werden.

15

Es gilt dann

3

X

j;k=1

'

k

J

k ij

�

maj

= Æ

'

�

mai

=

3

X

k=1

'

k

f�

mai

; J

k

g: (3.106)

Benutzt man die Antisymmetrie von J

k ij

, ergibt si
h

3

X

i=1

�

mai

J

k ij

=

�J

k

�x

(m)

aj

: (3.107)

Die Erzeugenden der kanonis
hen Transformation P und J sind damit dur
h die

Di�erentialglei
hungen

�P

k

��

mai

= Æ

ik

Æ

0m

;

�P

k

�x

(n)

aj

= 0 (3.108)

�J

k

��

mai

= J

k ij

x

(m)

aj

;

�J

k

�x

(m)

aj

= �

mai

J

k ij

(3.109)

auf dem Phasenraum gegeben. Auf einem zusammenhängenden Phasenraum (wie

er bei unseren Systemen vorliegt

16

), sind P

i

und J

i

damit bis auf eine Konstan-

14

Dies gilt o�ensi
htli
h wegen (3.7) au
h für die �

m

(vgl. den Begri� der Faserableitung,

[38, S. 257℄, [36, S. 191℄)

15

Das entspri
ht der Transposition der Glei
hung (die Metrik ist �a
h).

16

Der Phasenraum ist bei uns eigentli
h nur eine Mannigfaltigkeit, da r

12

= 0 wegen des dort

singulären L bzw.H ausges
hlossen werden muss. Wir haben es also mit R

3

nf0g�R

12n�3

zu tun

(wie man dur
h Übergang zu den Koordinaten x

1

� x

2

sofort sieht). Ist dort ein Weg gegeben,
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te eindeutig. Sie können dur
h direkte Integration von (3.108, 3.109) ermittelt

werden. Die Konstante kann mit Hilfe der Poin
aré-Algebra (2.20, 2.21) �xiert

werden. Wir erhalten dann als eindeutige Lösung

P

i

=

N

X

a=1

�

0 ai

(3.110)

J

i

=

N

X

a=1

n�1

X

m=0

3

X

j;k=1

�

mak

J

i kj

x

(m)

aj

=

N

X

a=1

n�1

X

m=0

3

X

j;k=1

"

ijk

x

(m)

aj

�

mak

: (3.111)

Die Gröÿen P und J sind also der Gesamtimpuls und der Gesamtdrehimpuls bzw.

deren Verallgemeinerungen. In einem Poin
aré-invarianten System sind diese na
h

(2.22) und (2.23) erhalten.

Man kann P und J im gewöhnli
hen Fall mit Variablen (x

ai

; p

ai

= �

0 ai

) au
h

ohne Annahmen über die Transformation der Impulse weitgehend festlegen:

Aus (3.101, 3.103) folgt, dass P

i

und J

i

hö
hstens um eine Funktion von x

ai

von

der Standardform (3.110, 3.111) abwei
hen. Diese Funktion kann dur
h eine ka-

nonis
he Transformation, die ledigli
h die Impulse p, ni
ht aber die (physikalis
h

als Ortskoordinaten interpretierten) x verändert, entfernt werden [50℄, [7℄.

Bei den von uns in Teil II betra
hteten Systemen ist es ni
ht s
hwer zu sehen,

dass (3.101)�(3.103) sowie (2.22), (2.23) zusammen mit der entspre
henden Ha-

miltonfunktion die Gröÿen P und J bis auf eine Konstante bestimmen, die dann

dur
h (2.20) bzw. (2.21) �xiert wird (vgl. Abs
hnitt 5.3).

3.4.3 Die Erzeugende G

i

Die physikalis
he Interpretation der G

i

als Erzeugende der in�nitesimalen Lo-

rentztransformation erlaubt es uns, die Wirkung auf die Teil
henkoordinaten x

ai

zu ermitteln [1℄. Aus der Di�erentialoperator-Darstellung (2.15) erhält man mit

dem dreikomponentigen Parameter � (Ges
hwindigkeitsvektor) für die Koordina-

kann er senkre
ht in R

3

nf0g projiziert werden (die Projektion ist stetig) und dort wegen des

einfa
hen Zusammenhangs von R

3

nf0g zusammengezogen werden. Der Phasenraum ist damit

sogar einfa
h zusammenhängend und wir haben na
h [49, S. 45℄ Existenz und Eindeutigkeit der

Lösungen bis auf eine Konstante.
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ten:

Æx

0

= �

1




3

X

j=1

�

j

x

j

, Æt = �

1




2

3

X

j=1

�

j

x

j

(3.112)

Æx

i

= �

1




�

i

x

0

, Æx

i

= ��

i

t: (3.113)

(Wir werden die räumli
hen Indizes ab jetzt stets als untere Indizes s
hreiben.)

Ein Teil
hen a, das si
h vor der Transformation zur Zeit t am Ort x

ai

befand, ist

in unserer aktiven Interpretation na
h der Transformation zur Zeit t

0

a

= t + Æt

a

am Ort x

0

ai

= x

ai

+ Æx

ai

. Es gilt also für die Trajektorien:

x

0

ai

(t

0

a

) = x

ai

(t) + Æx

ai

= x

ai

(t)� �

i

t: (3.114)

Da wir die Lorentztransformation aktiv betra
hten, haben wir das ursprüngli
he

Inertialsystem aber gar ni
ht verlassen (sondern nur die Teil
hen anges
hoben)

und daher muss die Zeitkoordinate t

0

a

die Zeitkoordinate des ursprüngli
hen In-

ertialsystems sein. Insbesondere ist der korrekte Zeitparameter der Trajektorie t

0

a

und wir müssen in (3.114) t zugunsten von t

0

a

eliminieren:

x

0

ai

(t

0

a

) = x

ai

 

t

0

a

+

1




2

3

X

j=1

�

j

x

aj

(t)

!

�

 

t

0

a

+

1




2

3

X

j=1

�

j

x

aj

(t)

!

�

i

(3.115)

=

1




2

x

ai

(t

0

a

) +

1




2

3

X

j=1

�

j

x

aj

(t

0

a

) _x

ai

(t

0

a

)� �

i

t

0

a

+O(�

2

): (3.116)

Da wir nun alles dur
h die Zeit im ursprüngli
hen Inertialsystem ausgedrü
kt

haben, können wir für diese au
h wieder das übli
he t s
hreiben bzw. als Argument

von x

ai

weglassen.

Für Æx und die Erzeugende der (verallgemeinerten) in�nitesimalen kanonis
hen

Transformation G

i

, ergibt si
h also

Æ

�

x

ai

=

3

X

j=1

�

j

fx

ai

; G

j

g

(�)

(3.117)

=

3

X

j=1

�

j

�

1




2

x

aj

_x

ai

� Æ

ij

t

�

: (3.118)
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Mit der Bewegungsglei
hung _x

ai

= fx

ai

; Hg

(�)

erhalten wir den als Weltlinienbe-

dingung bezei
hneten Ausdru
k

17

fx

ai

; G

j

g

(�)

=

1




2

x

aj

fx

ai

; Hg

(�)

� Æ

ij

t: (3.119)

Die Weltlinienbedingung wird zusammen mit der Poin
aré-Algebra genügen, um

G

i

für die von uns betra
hteten Systeme eindeutig zu bestimmen (wenn wir for-

dern, dass P

i

und J

i

die Erzeugenden der räumli
hen Translation und der räum-

li
hen Drehung sind).

Es erweist si
h häu�g als zwe
kmäÿig, mit K

i

= G

i

+P

i

t statt mit G

i

zu re
hnen.

Aufgrund von (2.19, 2.20, 2.21, 2.27) erfüllt K

i

dieselben Klammerrelationen wie

G

i

, ist aber ni
ht mehr explizit zeitabhängig (und keine Erhaltungsgröÿe), wenn

G

i

Erhaltungsgröÿe ist: In diesem Fall muss wegen (2.25)

�G

i

�t

= �P

i

sein und aus

der De�nition von K

i

folgt

�K

i

�t

= 0.

Die Weltlinienbedingung lautet mit der ersten Hälfte von (3.108) für K

j

fx

ai

; K

j

g

(�)

=

1




2

x

aj

fx

ai

; Hg

(�)

: (3.120)

17

Die Weltlinienbedingung enthält also die in der Poin
aré-Algebra ni
ht vorkommenden

Gröÿen x und t.

66



Teil II

Anwendungen
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Vorbemerkung

In diesem Teil werden die Erzeugenden der Poin
aré-Gruppe für post-Newtons
he

und post-Coulombs
he Zweiteil
hen-Systeme ermittelt, wobei die Wirkung auf

die Ortskoordinaten (für H, J , P au
h auf die Impulse) der Teil
hen voraus-

gesetzt werden (vgl. Abs
hnitt 3.4) Es wird veri�ziert, dass diese bezügli
h der

Dira
-Klammer eine Poin
aré-Algebra bilden. Im post-Newtons
hen Fall wird

die Re
hnung bis 3pN dur
hgeführt, wobei dissipative Anteile (2.5pN, 3.5pN)

18

,

dur
h die zeitabhängige Zwangsbedingungen auftreten würden, ni
ht berü
ksi
h-

tigt werden (vgl. Abs
hnitt 1.3). Im post-Coulombs
hen Fall werden ebenfalls

dissipative Terme verna
hlässigt (1.5pC, 2.5pC). Die Bere
hnung wird bis 2pC

dur
hgeführt (zur Begründung vgl. Abs
hnitt 1.4).

Wir beginnen mit der Ableitung der bekannten Ergebnisse der 0-ten Ordnung (wo

wir s
hon einen Teil der Methoden, die wir später benötigen werden, anwenden

können) und gehen sukzessiv zu den höheren Approximationen über. Da dabei

nur konservative Terme, d. h. Terme in geraden Potenzen in

1




, berü
ksi
htigt

werden, wollen wir zur Vereinheitli
hung festlegen, dass wir Glei
hungen in n-ter

Näherung stets als modulo

1




2n+2

gültig ansehen

19

.

Alle Gröÿen werden in harmonis
her bzw. Lorentz- Ei
hung bere
hnet (vgl. Ab-

s
hnitt 1.2, insbesondere 1.2.2, 1.2.4), um die manifeste Poin
aré-Invarianz zu

erhalten (Abs
hnitt 2.1.1). Manifest Poin
aré-invariante Lagrangefunktionen mit

endli
h vielen Freiheitsgraden, die aus klassis
hen Feldtheorien abgeleitet werden,

enthalten aber ab Ordnung "

2

=

1




4

stets höhere Ableitungen in der Ortskoordi-

nate [2℄ (für beliebige Lagrangefunktionen gilt dies ab "

3

=

1




6

[51℄). Ab 2pN/2pC

müssen wir also mit Lagrangefunktionen höherer Ordnung arbeiten.

Da wir uns im Falle npN bzw. npC unter der gema
hten Voraussetzung algebra-

18

Diese lassen si
h dur
h explizit zeitabhängige Terme in die Lagrangefunktion integrieren.

19

Die Ergebnisse sind aber modulo

1




2n+1

gültig.
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is
h auf R[

1




2

℄=[

1




2n+2

℄ be�nden

20

und die Terme mit höheren Ableitungen au
h

in höherer Ordnung auftreten, ist die Hesse-Matrix der Lagrangefunktion ni
ht

invertierbar. Die Systeme sind also singulär.

21

Die für die post-Newtons
he Näherung ermittelten Ergebnisse können, als Funk-

tionen von x und x

(1)

ausgedrü
kt, mit einer Arbeit von V. Andrade, L. Blan
het,

G. Faye [32℄ vergli
hen werden, in der die Gröÿen H, P

i

, J

i

und G

i

mit Hilfe ei-

ner Verallgemeinerung des Noether-Theorems als Integrale der Bewegung aus der

3pN-Lagrangefunktion gewonnen werden.

20

Also dem Ring der Polynome in

1




2

modulo Terme in

1




2n+2

.

21

Für eine Herangehensweise unter Benutzung gewöhnli
her Lagrangefunktionen ohne mani-

festen Poin
aré-Invarianz siehe [52℄.
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Kapitel 4

Newtons
he und Coulombs
he

Zweiteil
hen-Systeme

4.1 Lagrangefunktionen

Die Lagrangefunktionen eines Newtons
hen Zweiteil
hen-Systems bzw. eines Cou-

lombs
hen Zweiteil
hen-Systems sind dur
h

L

0pN

(x

1

; x

2

; _x

1

; _x

2

) =

1

2

m

1

_x

2

1

+

1

2

m

2

_x

2

2

+G

m

1

m

2

r

(4.1)

L

0pC

(x

1

; x

2

; _x

1

; _x

2

) =

1

2

m

1

_x

2

1

+

1

2

m

2

_x

2

2

�

e

1

e

2

r

(4.2)

gegeben. Dabei bezei
hnet x

1=2

die Ortsvektoren des 1. bzw. 2. Teil
hens (um

diese Interpretation herauszustellen, wird statt q hier x ges
hrieben), _x

1=2

die

Ges
hwindigkeitsvektoren und r = jx

1

� x

2

j den Abstand der Punktteil
hen.

Als Hesse-Matrix erhalten wir in beiden Fällen:

H

(ai)(bj)

=

�

2

L

� _x

ai

_x

bj

= m

a

Æ

ab

Æ

ij

: (4.3)

Die Systeme sind o�ensi
htli
h ni
htentartet, sofern die beiden Massen unglei
h

Null sind.
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4.2 Hamiltonfunktionen

Da die Hesse-Matrix invertierbar ist, kann man ohne S
hwierigkeiten zum Hamilton-

Formalismus übergehen. Die kanonis
hen Impulse lauten

p

ai

=

�L

� _x

ai

= m

a

_x

ai

(4.4)

und die Poisson-Klammer zweier Funktionen ist

ff; gg =

2

X

a=1

3

X

i=1

�f

�x

ai

�g

�p

ai

�

�g

�x

ai

�f

�p

ai

: (4.5)

Die Hamiltonfunktionen ergeben si
h dann aus der Legendretransformation

H =

X

m

_q

i

m

(q; p)p

m

� L(q; _q(q; p)) (4.6)

zu

H

0pN

(x

1

; x

2

; p

1

; p

2

) =

p

2

1

2m

1

+

p

2

2

2m

2

�G

m

1

m

2

r

(4.7)

H

0pC

(x

1

; x

2

; p

1

; p

2

) =

p

2

1

2m

1

+

p

2

2

2m

2

+

e

1

e

2

r

: (4.8)

Die physikalis
he Interpretation dieser Gröÿen als Gesamtenergien legt es nahe,

hier bzw. s
hon zu L die Ruhemassenenergie (m

1

+m

2

)


2

hinzuzuaddieren. Dies

ergibt si
h au
h aus der Forderung, dass die Poin
aré-Algebra für 
 ! 1 in

die Galilei-Algebra übergeht. Die Dynamik ändert ein sol
her additiver Term

ni
ht, wir müssen aber bedenken, dass wir uns damit strenggenommen ni
ht mehr

auf dem R["℄ be�nden. Da der Term nur mit " = 1=


2

in die Glei
hung (2.27)

eingeht (und ansonsten als Konstante vers
hwindet), resultieren hieraus keine

Probleme. Wir wollen zur Vereinfa
hung der weiteren Argumentation (2.27) ein

wenig modi�ziert als

[G

i

; P

j

℄ = Æ

ij

(M +

1




2

H) (2.27')

(M = m

1

+ m

2

) s
hreiben und obige Funktionen L und H ohne den additiven

Term beibehalten.
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4.3 Die Erzeugenden P

i

, J

i

und G

i

Aus den Transformationseigens
haften der Koordinaten x

ai

; p

ai

unter Drehung

und Translation folgt, dass P

i

und J

i

bezügli
h der Poissonklammer (4.5) dur
h

Gesamtimpuls und Gesamtdrehimpuls gegeben sind (vgl. Abs
hnitt 3.4.2):

P

i

=

2

X

a=1

p

ai

(4.9)

J

i

=

2

X

a=1

3

X

j;k=1

�

ijk

x

aj

p

ak

: (4.10)

Die Invarianz der Hamiltonfunktion unter Translationen und Drehungen (2.22,

2.23) ist also äquivalent zur Erhaltung des Gesamtimpulses und des Gesamtdre-

himpulses in der Zeit.

G

i

ist im Grenzfall 
!1, also bei Verna
hlässigung aller 1=
-abhängigen Terme,

physikalis
h eine in�nitesimale Galilei-Transformation. Das Verhalten der Koor-

dinaten x

ai

unter dieser Transformation erhält man na
h der in Abs
hnitt 3.4.3

geleisteten Vorarbeit am einfa
hsten aus der Weltlinienbedingung. In 0. Ordnung

ergibt si
h aus (3.119) die Di�erentialglei
hung

fx

ai

; G

(0)j

g = �Æ

ij

t (4.11)

�G

(0)j

�p

ai

= �Æ

ij

t: (4.12)

(Dur
h eine Transformation mit Parameter �

i

wird zu jeder Teil
henges
hwin-

digkeit eine in�nitesimale Ges
hwindigkeit ��

i

hinzuaddiert.) Für G

(0)i

ergibt

si
h

G

(0)i

(x; p) = G

(0)i

(x)�

2

X

a=1

p

ai

t = G

(0)i

(x)� P

i

t: (4.13)

Die Abhängigkeit von der Ortskoordinate wollen wir nun mit Hilfe der Pois-

sonklammer-Relationen bestimmen: Wie bereits erwähnt (vgl. Abs
hnitt 4.2),

gelangt man dur
h 
 ! 1 von der Poin
aré-Algebra (2.19)-(2.26), (2.27') zur

Galilei-Algebra:

[P

i

; P

j

℄ = 0 (4.14)
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[P

i

; J

j

℄ = �

ijk

P

k

(4.15)

[J

i

; J

j

℄ = �

ijk

J

k

(4.16)

[H;P

j

℄ = 0 (4.17)

[H; J

j

℄ = 0 (4.18)

[G

(0)i

; G

(0)j

℄ = 0 (4.19)

[G

(0)i

; H℄ = P

i

(4.20)

[J

i

; G

(0)j

℄ = �

ijk

G

(0)k

(4.21)

[G

(0)i

; P

j

℄ = Æ

ij

M (4.22)

(Summe über k = 1 bis 3) mit der Gesamtmasse des Zweiteil
hen-Systems M =

m

1

+m

2

[53, S. 164�℄, [1℄. Aus (4.20) folgt na
h Einsetzen von (4.13) für G

(0)i

(x)

mit den Hamiltonfunktionen (4.7) oder (4.8):

P

i

= fG

(0)i

(x); Hg =

3

X

j=1

p

1j

m

1

fG

(0)i

(x); p

1j

g+

3

X

j=1

p

2j

m

2

fG

(0)i

(x); p

2j

g (4.23)

und wegen der Unabhängigkeit der Koordinaten x

ai

; p

bj

:

fG

(0)i

(x); p

aj

g = Æ

ij

m

a

; a = 1; 2 (4.24)

�G

(0)i

(x)

�x

aj

= Æ

ij

m

a

; a = 1; 2: (4.25)

Dur
h direktes Integrieren der partiellen Di�erentialglei
hungen (4.12, 4.25) kann

man eine Lösung

G

(0)i

= m

1

x

1i

+m

2

x

2i

� P

i

t (4.26)

ermitteln. Tatsä
hli
h ist diese Lösung eindeutig: Sei nämli
h G

0

i

eine weitere

Lösung mit G

0

(0)i

= G

(0)i

+ f

i

. Dann folgt aus (4.12, 4.25), dass f

i

= 
onst. Aus

(4.21) ergibt si
h dann

0 = fJ

i

; f

j

g = fJ

i

; G

0

(0)j

�G

(0)j

g = �

ijk

(G

0

(0)k

�G

(0)k

) = �

ijk

f

k

; (4.27)

also f

i

= 0 oder G

0

(0)i

= G

(0)i

. Man veri�ziert dur
h Einsetzen, dass von (4.26)

au
h die Glei
hungen (4.19, 4.21, 4.22) erfüllt werden. Dur
h (4.26) ist daher die

Erzeugende G

(0)i

der Galilei-Transformation gegeben, also die Erzeugende der

Lorenztransformation bis zur nullten Ordnung.
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Man liest aus (4.26) ab, dass G

(0)i

physikalis
h als Anfangsort des S
hwerpunktes

interpretiert werden kann, während K

(0)i

= G

(0)i

+P

i

t die S
hwerpunktkoordinate

zu jedem Zeitpunkt angibt. Die Erhaltung von G

(0)i

dG

(0)i

dt

= fG

i

; Hg+

�G

(0)i

�t

=

(4:20;4:26)

0 (4.28)

besagt, dass si
h der S
hwerpunkt in einem Galilei-invarianten System gradlinig

glei
hförmig bewegt.
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Kapitel 5

Zweiteil
hen-Systeme in erster

Näherung (1pN, 1pC)

Alle Relationen dieses Kapitels sind - soweit ni
ht anders vermerkt - Relationen

auf R[

1




2

℄=[

1




4

℄, gelten also modulo Terme mit

1




4

.

n

F

N=C

bezei
hnet die n-te post-

Newtons
he/Coulombs
he Ordnung einer Gröÿe F , F

npN/C

die Gröÿe bis zur n-

ten post-Newtons
hen/Coulombs
hen Ordnung bere
hnet. Skalarprodukte zweier

Vektoren u; v werden als (u v) ges
hrieben

1

.

5.1 Lagrangefunktionen

Die 1pN-Lagrangefunktion (Einstein-Infeld-Ho�mann-Lagrangefunktion) zweier

gravitierender Punktteil
hen ist unabhängig von der benutzten Ei
hung gegeben

dur
h [54℄, [4, S. 547℄

L

1pN

= L

0pN

+

1




2

1

L

N

: (5.1)

Der Anteil erster Ordnung lautet explizit:

1

L

N

=

1

8

m

1

_x

4

1

+

1

8

m

2

_x

4

2

+

Gm

1

m

2

2r

�

3( _x

2

1

+ _x

2

2

)� 7( _x

1

_x

2

)� (n

12

_x

1

)(n

12

_x

2

)

�

�

G

3

(m

1

m

2

(m

1

+m

2

)

2r

2

:

(5.2)

1

Wir folgen damit der Notation in [32℄.
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mit n

12

=

x

1

�x

2

r

.

Die Darwins
he Lagrangefunktion [21, S. 691℄, [55℄ eines Zweiteil
hen-Systems in

1pC-Näherung erhalten wir aus (1.57) zu

L

1pC

= L

0pC

+

1




2

1

L

C

(5.3)

1

L

C

=

1

8

m

1

_x

4

1

+

1

8

m

2

_x

4

2

+

e

1

e

2

2r

(( _x

1

_x

2

) + ( _x

1

n

12

)( _x

2

n

12

)) :

(5.4)

Die Terme, die nur eine Teil
henvariable enthalten, resultieren aus der speziell

relativistis
hen Bewegung der freien Teil
hen, sie sind beiden Lagrangefunktionen

(wie s
hon im Newtons
hen Fall) gemeinsam.

Als Hesse-Matrix erhalten wir

H

ai bj

=

�

2

L

� _x

ai

_x

bj

= m

a

Æ

ab

Æ

ij

+

1




2

1

H

ai bj

: (5.5)

(wobei die erste Ordnung für 1pC und 1pN vers
hieden ist). Als Folge der In-

vertierbarkeit in nullter Ordnung ist dies auf R[

1




2

℄=[

1




4

℄ stets invertierbar.

2

Die

Systeme sind also ni
htentartet.

5.2 Hamiltonfunktionen

Die kanonis
hen Impulse ergeben si
h aus (4.4) zu

1pN: p

ai

= m

a

_x

ai

+

1




2

m

a

2

_x

2

a

_x

ai

(5.6)

+

1




2

Gm

1

m

2

r

(6 _x

ai

� 7 _x

a

0

i

� (n

12

_x

a

0

i

)n

12

)

1pC: p

ai

= m

a

_x

ai

+

1




2

m

a

2

_x

2

a

_x

ai

(5.7)

+

1




2

e

1

e

2

2r

( _x

a

0

i

+ (n

12

_x

a

0

i

)n

12

) :

Dabei bezei
hne a

0

die Nummer des von a vers
hiedenen Teil
hens. Die zugehö-

rigen Hamiltonfunktionen (Einstein-Infeld-Ho�manns
he Hamiltonfunktion bzw.

2

Als inverse Matrix ergibt si
h H

�1

ai bj

=

1

m

a

Æ

ab

Æ

ij

+

1

H

�1

aibj

, mit m

a

m

b

1

H

�1

aibj

= �

1

H

ai bi

.
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Darwins
he Hamiltonfunktion) lauten na
h (4.6) (vgl. [4, S. 595℄,[55℄):

H

1pN

= H

0pN

+

1




2

1

H

N

(5.8)

H

1pC

= H

0pC

+

1




2

1

H

C

(5.9)

1

H

N

=�

1

8

p

2

4

m

2

3

�

1

8

p

1

4

m

1

3

+

1

2

G

r

12

�

7 (p

1

p

2

)� 3

m

1

p

2

2

m

2

� 3

m

2

p

1

2

m

1

+ (p

2

n

12

) (p

1

n

12

)

�

+

1

2

G

2

m

1

m

2

(m

1

+m

2

)

r

12

2

(5.10)

1

H

C

=�

1

8

p

1

4

m

1

3

�

1

8

p

2

4

m

2

3

+�

1

2

e

1

e

2

rm

1

m

2

[(p

1

p

2

) + (n

12

p

2

) (n

12

p

1

)℄ :

(5.11)

5.3 Die Erzeugenden P

i

, J

i

und G

i

Für P

i

und J

i

ergibt si
h na
h Abs
hnitt 3.4.2

P

i

=

2

X

a=1

p

ai

(5.12)

J

i

=

2

X

a=1

3

X

j;k=1

�

ijk

x

aj

p

ak

: (5.13)

Die Glei
hungen der Poin
aré-Algebra (2.19-2.27') sind nun als Glei
hungen auf

R[

1




2

℄=[

1




4

℄ aufzufassen. Bis zur 1. Ordnung sind Gesamtimpuls und Gesamtdre-

himpuls wegen (2.22, 2.23) erhalten.

Die Weltlinienbedingung (3.119) lautet im Falle 1pN/1pC:

fx

ai

; G

(1)j

g =

1




2

x

aj

fx

ai

; H

(0)

g � Æ

ij

t: (5.14)

Die nullte Ordnung dieser Glei
hung ist

�

0

G

j

�p

ai

= �Æ

ij

t (5.15)
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und die erste Ordnung lautet

�

1

G

j

�p

ai

= x

aj

fx

ai

; H

(0)

g: (5.16)

Für die nullte Ordnung von Glei
hung (2.25) der Poin
aré-Algebra erhalten wir

P

i

= f

0

G

i

; H

(0)

g (5.17)

und als erste Ordnung ergibt si
h:

f

1

G

i

; H

(0)

g+ f

0

G

i

;

1

Hg = 0 (5.18)

2

X

a=1

3

X

j=1

p

aj

m

a

�

1

G

i

�x

aj

= �

2

X

a=1

3

X

j=1

�

1

G

aj

�p

aj

�H

(0)

�x

aj

� f

0

G

i

;

1

Hg (5.19)

Aus den nullten Ordnungen der beiden Glei
hungen folgt zusammen mit der

nullten Ordnung von (2.25)

0

G

N/C i

= G

(0)i

(5.20)

(vgl. (4.26)).

1

G

i

kann ermittelt werden, indem man diese Funktion zunä
hst in

zwei Teile aufspaltet

1

G

i

=

1

G

i

(x; p)+

1

G

i

(x). Der p-abhängige Teil wird mit (5.16)

ermittelt, der verbleibende Teil

1

G

i

(x) mit (5.19).

In den Fällen 1pN und 1pC erhält man als Lösungen

G

1pNi

= G

(0)i

+

1




2

1

G

Ni

(5.21)

G

1pCi

= G

(0)i

+

1




2

1

G

Ci

(5.22)

1

G

Ni

=

1

2

p

2

1

m

1

x

1i

+

1

2

p

2

2

m

2

x

2i

�

1

2

Gm

1

m

2

r

(x

1i

+ x

2i

) (5.23)

1

G

Ci

=

1

2

p

2

1

m

1

x

1i

+

1

2

p

2

2

m

2

x

2i

+

1

2

e

1

e

2

r

(x

1i

+ x

2i

): (5.24)

Dur
h Einsetzen kann man veri�zieren, dass G

1pNi

und G

1pCi

zusammen mit

P

i

; J

i

und der entspre
henden Hamilton-Funktion au
h die übrigen Glei
hungen

der Poin
aré-Algebra erfüllen.

Diese Lösungen sind eindeutig : Für die nullte Ordnung folgt das aus Abs
hnitt
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4.3. Nehmen wir an, es existiere no
h eine weitere Lösung G

(1)i

0

die si
h in der

ersten Ordnung unters
heidet:

1

G

0

i

=

1

G

i

+

1

f

i

. Da beide Gröÿen Lösungen von

(5.16) sein sollen, können wir sie in diese Glei
hung einsetzen und die Di�erenz

bilden. Es ergibt si
h

�

1

f

j

�p

ai

=

�(

1

G

0

j

�

1

G

j

)

�p

ai

= 0; (5.25)

also

1

f

i

=

1

f

i

(x). Dana
h setzen wir

1

G

0

i

und

1

G

i

in (5.19) ein, bilden die Di�erenz

und berü
ksi
htigen

1

f

i

=

1

f

i

(x):

2

X

a=1

3

X

j=1

p

aj

m

a

�(

1

G

0

i

�

1

G

i

)

�x

aj

= �

2

X

a=1

3

X

j=1

�(

1

G

0

i

�

1

G

i

)

�p

aj

�H

(0)

�x

aj

2

X

a=1

3

X

j=1

p

aj

m

a

�

1

f

i

(x)

�x

aj

= 0; (5.26)

was

�

1

f

i

(x)

�x

aj

= 0 oder

1

f

i

= 
onst impliziert, da die x

ai

; p

bj

unabhängige Variablen

sind und daher der p-unabhängige Vorfaktor eines jeden p

aj

in (5.26) vers
hwinden

muss.

Die erste Ordnung von Glei
hung (2.25) ergibt

0 = fJ

i

;

1

f

j

g = fJ

i

;

1

G

0

j

�

1

G

j

g =

3

X

k=1

�

ijk

(

1

G

0

k

�

1

G

k

) =

3

X

k=1

�

ijk

1

f

k

; (5.27)

also

1

f

i

= 0 oder G

0

(1)i

= G

(1)i

.
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Kapitel 6

Zweiteil
hen-Systeme in zweiter

Näherung (2pN, 2pC)

Abgesehen von den Abs
hnitten 6.2 und 6.3 sind die Relationen dieses Kapitels

Relationen auf R[

1




2

℄=[

1




6

℄, gelten also modulo Terme mit

1




6

.

6.1 Lagrangefunktionen

Die 2pN-Lagrangefunktion für zwei Teil
hen wurde zuerst von T. Damour [56℄

später von S. Kopeikin [57℄ abgeleitet. Für eine Dreiteil
hen-Hamiltonfunktion

konnte die Hamiltonfunktion in ADM-Ei
hung von G. S
häfer [58℄ ermittelt wer-

den. Wir werden uns auf zwei Teil
hen bes
hränken. Die Lagrangefunktion von

Kopeikin enthält quadratis
he Terme in den Bes
hleunigungen, die in der von

Damour mit Hilfe von Doppel-Null-Termen (vgl. Ans
hnitt 6.3) eliminiert wor-

den sind. Beide Lagrange-Funktionen unters
heiden si
h zusätzli
h dur
h eine

totale Zeitableitung. Wir benutzen hier die Lagrangefunktion von T. Damour.

Die 2pC-Lagrangefunktion lässt si
h wieder aus (1.57) ableiten. Beide haben die

Struktur

L

2pN

(x

1

; x

2

; _x

1

; _x

2

; �x

1

; �x

2

) = L

1pN

(x

1

; x

2

; _x

1

; _x

2

)

+

1




4

2

L

N

(x

1

; x

2

; _x

1

; _x

2

; �x

1

; �x

2

) (6.1)

L

2pC

(x

1

; x

2

; _x

1

; _x

2

; �x

1

; �x

2

) = L

1pC

(x

1

; x

2

; _x

1

; _x

2

)

+

1




4

2

L

C

(x

1

; x

2

; _x

1

; _x

2

; �x

1

; �x

2

) (6.2)
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mit

0

L

N

+

1




2

1

L

N

= L

1pN

und

0

L

C

+

1




2

1

L

C

= L

1pC

. Der explizite Ausdru
k für

2

L

N

�ndet si
h in Anhang B,

2

L

C

lautet

2

L

C

=

1

16

m

1

_x

6

1

+

1

8

e

1

e

2

�

(n

12

�x

1

) (n

12

_x

2

)

2

+ 2 (�x

1

_x

2

) (n

12

_x

2

)� _x

2

2

(n

12

�x

1

)

�

+

1

16

e

1

e

2

r

�

2 ( _x

1

_x

2

)

2

� _x

2

1

_x

2

2

+ 2 _x

2

1

(n

12

_x

2

)

2

� 3 (n

12

_x

1

)

2

(n

12

_x

2

)

2

�

+

1

16

e

1

e

2

r [(n

12

�x

1

) (n

12

�x

2

)� 3 (�x

1

�x

2

)℄

+ 1 ! 2: (6.3)

Die Bes
hleunigungen treten in der Ordnung

1




4

auf, die Hesse-Matrix

H

ai bj

=

1




4

�

2 2

L

N=C

��x

ai

��x

bj

(6.4)

ist auf R[

1




2

℄=[

1




6

℄ ni
ht invertierbar. Es liegt also ein singuläres System höherer

Ordnung vor. Da die Bes
hleunigungen linear auftreten, ist au
h

�

2

L

��x

ai

��x

bj

ni
ht

invertierbar.

6.2 Hamiltonformalismus für Lagrangefunktionen

der Form (6.1, 6.2)

Für eine Lagrangefunktionen der Form

L =

1

2

N

X

a=0

m

a

(x

(1)

a

)

2

+

n

X

s=0

"

s

V

s

(x; :::; x

(s)

) +O("

n+1

) (6.5)

(" =

1




2

) sind die im Abs
hnitt 3.2 bes
hriebenen S
hritte zur Ermittelung der

Zwangsbedingungen und der Übergang zum Hamiltonformalismus für beliebige

Funktionen V

s

dur
hführbar. Wir wollen die von X. Jaen, J. Llosa und A. Molina

[3℄ entwi
kelte Methode nun kurz bes
hreiben. Zur Vereinfa
hung führen wir fol-

gende Notation ein: �, � bezei
hnen ein Paar (a; i), wobei a die Teil
hennummer

(a = 1; 2) und i die Komponente des Vektors bedeutet i = 1; :::; 3, m

�

� m

a

ist

die Masse des Teil
hens mit Nummer a.

Zunä
hst sind die Lagrange-Zwangsbedingungen zu bestimmen. Wie wir gesehen
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haben, (Abs
hnitt 3.2.1) müssen wir dazu die Nullvektoren der Hesse-Matrix

H

��

= "

n

�

2

V

n

�x

(n)

�

�x

(n)

�

(6.6)

zu bere
hnen. Dazu nehmen X. Jaen, J. Llosa und A. Molina an,

�

2

V

n

�x

(n)

�

�x

(n)

�

sei

invertierbar

1

. Nullvektoren sind dann alle Vektoren, die ein Vielfa
hes von " sind.

Damit erhalten wir als primäre Zwangsbedingungen aus den Euler-Lagrange-

Glei
hungen

x

(2n)

�

�

2

L

�x

(n)

�

�x

(n)

�

+ f

�

(x; : : : ; x

(2n�1)

) = 0 [3.6℄

die primären Zwangsbedingungen

"f

�

(x; : : : ; x

(2n�1)

) = 0: (6.7)

Da

�

2

V

n

�x

(n)

�

��x

(n)

�

invertierbar ist, gibt es keine weiteren primären Zwangsbedingungen.

Für die spezielle Form der Lagrangefunktion (6.5), lassen si
h die Euler-Lagrange-

Glei
hungen als

�m

�

x

(2)

�

+

n

X

s=0

"

s

A

�s

(x; :::; x

(2s)

) = O("

n+1

) (6.8)

A

�s

=

s

X

r=0

�

�

d

dt

�

r

�V

s

�x

(r)

�

(6.9)

s
hreiben, als primäre Zwangsbedingungen ergeben si
h also:

"

"

�m

�

x

(2)

�

+

n�1

X

s=0

"

s

A

�s

(x; :::; x

(2s)

)

#

= O("

n+1

): (6.10)

Man kann aus diesen eine minimale Menge von zeitli
h stabilen Zwangsbedingun-

gen (vgl. Abs
hnitt 3.2.1)

�m

a

x

(r)

�

+

n

X

s=0

"

s

B

�;r;s

(x; x

(1)

) = O("

n+1

); r = 2; : : : ; 2n� 1 (6.11)

ableiten. Dabei ergeben si
h die Zwangsbedingungen und die Funktionen B

�;r;s

1

Vgl. dagegen [59℄,[60℄.
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auf folgende Weise aus den primären Zwangsbedingungen und den A

�s

:

Zunä
hst multipliziert man (6.10) mit "

n�1

und erhält

"

n

x

(2)

�

= "

n

1

m

�

A

�0

(x) +O("

n+1

): (6.12)

Dies wird nun r-mal abgeleitet und sobald x

(2)

�

vorkommt, wird es dur
h (6.12)

eliminiert. Es ergibt si
h

"

n

x

(2+r)

�

= "

n

1

m

�

B

�;2+r;0

(x; x

(1)

) +O("

(n+1)

): (6.13)

Dies ist für r = 0; : : : ; 2n � 3 äquivalent zu den den Zwangsbedingungen (6.11)

multipliziert mit "

n

(höhere Ableitungen sind keine Zwangsbedingungen mehr).

Nun wird (6.10) mit "

(n�2)

multipliziert. Es ergibt si
h

"

n�1

x

(2)

�

= "

n�1

1

m

�

�

A

�0

(x) + "A

�1

(x; x

(1)

; x

(2)

)

�

+O("

n+1

): (6.14)

Die Bes
hleunigunsabhängigkeit von A

�1

(x; x

(1)

; x

(2)

) kann mit (6.13) eliminiert

werden:

"

n�1

x

(2)

�

= "

n�1

1

m

�

h

A

�0

(x) + "

~

A

�1

(x; x

(1)

)

i

+O("

n+1

): (6.15)

Dann wird wieder r-mal abgeleitet und auftretende Bes
hleunigungen werden

dur
h Einsetzen von(6.15) eliminiert. Es ergibt si
h:

"

n�1

x

(2+r)

�

= "

n�1

1

m

�

�

B

�;2+r;0

(x; x

(1)

) + "B

�;2+r;1

(x; x

(1)

)

�

+O("

n+1

); (6.16)

was für r = 0; : : : ; 2n�3 äquivalent zu den den Zwangsbedingungen (6.11) multi-

pliziert mit "

n�1

ist. Mit diesem Verfahren erhält man na
heinander die Zwangsbe-

dingungen multipliziertmit "

n

; "

n�1

; :::; "

1

und die entspre
henden B

�;2+r;s

(x; x

(1)

).

Damit kann man die höheren Ableitungen in der Bewegungsglei
hung eliminie-

ren und man so die Zwangsbedingungen (6.11) erhalten. Tatsä
hli
h sind diese

zeitli
h stabil: Die Bedingung für zeitli
he Stabilität ist

�m

a

x

(2n)

�

+

n

X

s=0

"

s

B

�;2n;s

(x; x

(1)

) � O("

n+1

): (6.17)

Eins
hränken der Bewegungsglei
hung auf die Zwangsbedingungs�ä
he (Elimi-
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nieren aller höheren Ableitungen auÿer x

(2n)

�

dur
h die Zwangsbedingungen) und

Einsetzen der Bedingung für zeitli
he Stabilität ergibt wieder eine Zwangsbedin-

gung, d. h. die Bewegungsglei
hung impliziert auf der Zwangsbedingungs�ä
he

m

a

x

(2n)

�

�

n

X

s=0

"

s

B

�;2n;s

(x; x

(1)

) +O("

n+1

) (6.18)

und damit die zeitli
he Stabilität.

Sind die Zwangsbedingungen bekannt, so kann man die B

�;2+r;s

(x; x

(1)

) ermitteln,

indem man die r-te zeitli
he Ableitung von A

�s

(x; :::; x

(2s)

) bildet, wobei auftre-

tende höhere Ableitungen mit Hilfe der Zwangsbedingungen eliminiert werden.

Die Ostrogradski-Transformation kann nun als

�

j�

� m

�

x

(1)

�

Æ

j0

+ "

j+1

�

j�

�

x; :::; x

(2n�j�1)

�

+O("

n+1

) (6.19)

�

j�

=

n�j�1

X

s=0

"

s

s

X

l=0

�

�

d

dt

�

l

�V

s+j+1

�q

(l+j+1)

�

(6.20)

ges
hrieben werden. Dur
h Eliminieren der höheren Ableitungen in (6.19) und

Beibehalten der ersten n�2 Zwangsbedingungen können die Zwangsbedingungen

in den Hamilton-Formalismus übersetzt werden:

!

1�

� x

(1)

�

�

1

m

�

�

�

0�

� "�

0�

(x; x

(1)

)

�

= O("

n+1

) (6.21)

!

r�

� x

(r)

�

�

1

m

�

B

�r

(x; x

(1)

) = O("

n+1

); r = 2; : : : ; n� 1 (6.22)

�

j�

� �

j�

� "

j+1

�

j�

(x; x

(1)

) = O("

n+1

); j = 1; : : : ; n� 1: (6.23)

Dabei ist B

�r

(x; x

(1)

) �

P

n

s=0

B

�;r;s

(x; x

(1)

) und �

j�

(x; x

(1)

) erhält man aus

�

j�

�

x; :::; x

(2n�j�1)

�

dur
h Eliminieren der höheren Ableitungen mit den Zwangs-

bedingungen.

Die Zwangsbedingungen de�nieren eine Untermannigfaltigkeit� des Phasenraums,

als deren Koordinaten wir x

�

, �

0�

wählen können (eine andere Mögli
hkeit wäre

x

�

, x

(1)

�

). Man kann auÿerdem zeigen, dass die Zwangsbedingungen alle zweiter

Klasse sind, die Determinante der Poisson-Klammer-Matrix D der Zwangsbe-

dingungen also ni
ht vers
hwindet. Dur
h ein iteratives Verfahren können die

einzelnen Ordnungen von D

�1

dur
h Untermatrizen von D ausgedrü
kt werden
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(vgl. Anhang D).

Wir können damit auf � die Dira
-Klammer einführen. Die zeitli
he Entwi
klung

einer Funktion auf der Zwangsbedingungs�ä
he ist dann dur
h

dF

dt

= fF;Hg

�

+

�F

�t

[3.63℄

gegeben. Dabei können die Zwangsbedingungen vor Ausre
hnen der Klammer

eingesetzt werden. Wir werden später jede Funktion auf � dur
h (x;�

0

) aus-

drü
ken. Es ist dann ausrei
hend, wenn wir die elementaren Dira
-Klammern

dieser Variablen bere
hnen. Dazu muss die inverse Matrix D

�1

ni
ht vollständig

bis zur Ordnung "

n+1

bekannt sein. Die elementaren Dira
-Klammern können

dur
h Untermatrizen von D

�1

und Funktionen � und B

�i

ausgedrü
kt werden.

2

Für ein Zweiteil
hen-System mit n=2 lauten die elementaren Dira
-Klammern:

fx

�

; x

�

g

�

= "

2

1

m

�

m

�

"

��

1�

�x

(1)

�

�

��

1�

�x

(1)

�

#

+O("

3

)

fx

�

;�

0�

g

�

= Æ

��

+ "

2

1

m

�

��

1�

�x

�

+O("

3

)

f�

0�

;�

0�

g

�

= O("

3

):

(6.25)

Daraus kann man auf die bezügli
h f:; :g

�

kanonis
h konjugierten Variablen s
hlie-

ÿen:

Q

�

= x

�

� "

2

1

m

�

�

1�

(x; x

(1)

) +O("

3

)

P

�

= �

0�

+O("

3

):

(6.26)

O�ensi
htli
h erfülltQ

�

als Funktion von Ort und Ges
hwindigkeit ni
ht mehr die

harmonis
he Ei
hung (post-Newtons
her Fall) bzw. ist ni
ht dur
h eine Lorentz-

transformation errei
hbar (post-Coulombs
her Fall). Damit ist klar, dass keine

Bes
hreibung der Systeme dur
h kanonis
he Koordinaten mögli
h ist, die die ent-

spre
hende Ei
hung respektiert.

2

Glei
hung 26a)-
) in [3℄, allerdings gibt es im letzten Term von 26
) einen Dru
kfehler, es

muss

Y

k�;l�

�

��

k�

�q

�

1

m

�

�B

�l

�q

�

�

��

k�

�q

�

1

m

�

�B

�l

�q

�

�

; (6.24)

heiÿen, der Faktor

1

m

�

fehlt.
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6.3 Verallgemeinerung der Methode von Ref. [3℄

Ein Doppel-Null-Term ist ein Produkt zweier Terme, die bei Einsetzen der Be-

wegungsglei
hung in niedrigster Ordnung null werden.

3

Wir können sol
he Terme

in hö
hster Ordnung in die Lagrange-Funktion einsetzen, ohne die Dynamik zu

verändern [55℄

4

. Damit können in hö
hster Ordnung die Summanden, die quadra-

tis
h in den höheren Ableitungen sind, hinzugefügt oder eliminiert werden. Um

die Methode von [3℄ anwenden zu können, müssten wir Doppel-Null-Terme zur

2pN-Lagrange-Funktion hinzufügen, da

�

2 2

L

N

�x

(2)

ai

�x

(2)

bj

ni
ht invertierbar ist. Tatsä
h-

li
h ist das ni
ht nötig:

Wir wollen nun zeigen, dass man die Methode von [3℄ anwenden kann, au
h wenn

�

2

V

n

�x

(n)

ai

�x

(n)

bj

ni
ht invertierbar ist.

Nehmen wir an,

�

2

V

n

�x

(n)

ai

�x

(n)

bj

sei ni
ht invertierbar, V

n

hänge aber von allen x

(n)

ai

ab.

Dann besitzt (6.6) zunä
hst alle Vielfa
hen von " als Nullvektoren und zusätzli
h

no
h R Vektoren �

r�

. Die Kontraktion mit einem dieser Vektoren führt ni
ht

zu identis
h erfüllten Zwangsbedingungen, da die Euler-Lagrange-Glei
hungen in

nullter Ordnung unabhängig voneinander sind. Es treten also keine beliebigen

Funktionen der Zeit auf. Wir bestimmen zunä
hst die Zwangsbedingungen, die

aus der Kontraktion der Bewegungsglei
hung mit Vielfa
hen von " resultieren.

Da in die Ableitung der Zwangsbedingungen in Abs
hnitt 6.2 die Invertierbarkeit

von

�

2

V

n

�x

(n)

ai

�x

(n)

bj

ni
ht einging, können wir die Herleitung übernehmen. Es ergeben

si
h wieder die Zwangsbedingungen (6.11).

Die zusätzli
hen Nullvektoren hängen nur von x; : : : ; x

(n)

ab, da H

��

nur von die-

sen Variablen abhängt. Mit (6.10) ergeben si
h die primären Zwangsbedingungen

X

�

�

r�

(x; :::; x

(n)

)

"

�m

�

x

(2)

�

+

n

X

s=0

"

s

A

�s

(x; :::; x

(2s)

)

#

= O("

n+1

); r = 1; : : : ; R

(6.27)

wobei x

(2n)

in dieser Kombination ni
ht vorkommt. Dieser Ausdru
k darf auf die

bereits ermittelte Zwangsbedingungs�ä
he einges
hränkt werden. Das heiÿt, wir

3

Dies ist verallgemeinerbar, typis
h ist aber ein Vorkommen in hö
hster Ordnung, wo die

Bewegungsglei
hung in niedrigster Ordnung ausrei
ht.

4

Beliebige Zeitableitungen dieser Terme sind wieder null, wenn man die Bewegungsglei
hun-

gen in niedrigster Ordnung einsetzt. Für die partiellen Ableitungen na
h x; x

(1)

; : : : ; x

(n)

gilt

die Produktregel. Daher gehen diese Terme in die Bewegungsglei
hungen ni
ht ein.
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dürfen für x

(2)

; : : : ; x

(2n�1)

die Zwangsbedingungen (6.11) einsetzen. Wir haben

aber gesehen (vgl. Abs
hnitt 6.2), dass das Ersetzen der Variablen in A

�s

dur
h

die Zwangsbedingungen auf B

�;2;s

führt (s = 0; : : : ; n). Wir erhalten für (6.27):

X

�

�

r�

(x; :::; x

(n)

)

"

�m

�

x

(2)

�

+

n

X

s=0

"

s

A

�s

(x; :::; x

(2s)

)

#

�

X

�

�

r�

(x; x

(1)

)

"

�m

�

x

(2)

�

+

n

X

s=0

"

s

B

�;2;s

(x; x

(1)

)

#

�

(6.11)

O("

n+1

) (6.28)

Die zusätzli
hen Nullvektoren erzeugen also keine weiteren Zwangsbedingungen,

das Verfahren ist au
h für Systeme mit singulärem

�

2 (n)

L

�x

(n)

ai

�x

(n)

bj

anwendbar, au
h

dann, wenn die Hesse-Matrix vers
hwindet, wie bei den von uns betra
hteten

Systemen.

5

6.4 Hamiltonfunktionen

Die 2pN-und 2pC-Hamiltonfunktionen ergeben si
h mit den Ostrogradski-Impulsen

(3.7) bzw. (6.19) und mit

H = �L +

n�1

X

j=0

�

jm

q

(j+1)

m

: [3.17℄

Wir geben H dur
h die Koordinaten (q;�

0

) ausgedrü
kt an. Für H

2pN

erhalten

wir:

H

2pN

=

0

H

N

+

1




2

1

H

N

+

1




4

2

H

N

(6.29)

mit den expliziten Ausdrü
ken

0

H

N

=

�

01

2

2m

1

+

�

02

2

2m

2

�G

m

1

m

2

r

(6.30)

1

H

N

=�

1

8

�

01

4

m

2

3

�

1

8

�

02

4

m

1

3

5

Insbesondere ändern Doppel-Null-Terme den Formalismus ni
ht: Unabhängig vom Hinzu-

fügen von Doppel-Null-Termen ist der Formalismus dur
hführbar. In die Bewegungsglei
hungen

gehen die Terme ni
ht ein, damit au
h ni
ht in die Zwangsbedingungen. Au
h aus den Koor-

dinaten und Impulsen werden sie eliminiert, sobald man diese dur
h (x;�

0

) ausdrü
kt, da die

Bewegungsglei
hung nullter Ordnung eine zeitli
h stabile Zwangsbedingung ist.
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Dabei bedeutet �+1  ! 2�, dass der gesamte Ausdru
k no
h einmal mit ver-

taus
hten Teil
henindizes dazuaddiert wird. Dies s
hlieÿt au
h in den Teil
henin-

dizes symmetris
he Terme ein.

Die 2pC-Hamiltonfunktion lautet:

H

2pC

=

0

H

C

+

1




2

1

H

C

+

1




4

2

H

C

(6.32)

mit den expliziten Ausdrü
ken

0

H

C

=

�

01

2

2m

1

+

�

02

2

2m

2

+

e

1

e

2

r

(6.33)
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�
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=

1

16

�

01

6

m

1

5

+

1

16

e

1

e

2

m

1

2

m

2

2

r

�

�

02

2

�

01

2

� 2 (�

02

n

12

)

2

�

01

2

+4

m

2

(�

02

n

12

) (�

01

n

12

) �

01

2

m

1

+ 4

m

2

(�

01

�

02

)�

01

2

m

1

�2 (�

01

�

02

)

2

+ 3 (�

01

n

12

)

2

(�

02

n

12

)

2

�

+

1

8

e

2

2

e

1

2

r

2

m

1

2

m

2

�

�

01

2

+ 3 (�

01

n

12

)

2

�

+

e

2

3

e

1

3

8m

1

m

2

r

3

+ 1 ! 2:

(6.35)

Dies ergibt bis zur ersten Ordnung wieder die funktionale Form der 1pN=1pC-

Gröÿen, da �

0

na
h (3.8-3.10) bis zur ersten Ordnung mit p übereinstimmt.

Die 2pN-Terme können überprüft werden, indem man sie dur
h die Koordina-

ten (x; x

(1)

) der Zwangsbedingungs�ä
he ausdrü
kt. Sie stimmen dann mit dem

2pN-Term der Energiefunktion in [32℄ überein. Die 2pC-Terme werden dur
h das

Ergebnis von T. Damour und G. S
häfer in [61℄ bestätigt.

Die beiden Lagrangefunktionen von T. Damour und S. Kopeikin sind bis auf einen

Doppel-Null-Term und die totale Zeitableitung einer Funktion M identis
h. Da-

mit hängen die Hamiltonfunktionen über eine verallgemeinerte kanonis
he Trans-

formation zusammen. Geht man zu kanonis
h konjugierten Variablen über, so

ergibt si
h eine kanonis
he Transformation. Bemerkenswert ist, dass man hier für

L

0

:= L+"

d

dt

M

1

(x)+"

2

d

dt

M

2

(x; x

(1)

) = L+

d

dt

~

M(x; x

(1)

) na
h dem Übergang zu ka-

nonis
h konjugierten Koordinaten sogar dieselbe Erzeugende wie im gewöhnli
hen

Fall erhält: F

2

(Q;P

0

) = Q

�

P

0

�

�

~

M(Q;P

0

). Weil M ni
ht explizit zeitabhängig

ist, müssen nur die Koordinaten mit der entspre
henden Erzeugenden ineinander

umgere
hnet werden um von einer Funktion zur anderen zu gelangen, was als

zusätzli
her Test für die Ri
htigkeit der Ergebnisse benutzt wurde.
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6.5 Die Erzeugenden P

i

und J

i

Auf dem prolongierten Phasenraum der Zweiteil
hen-Systeme 2pN und 2pC sind

Impuls und Drehimpuls na
h Abs
hnitt 3.4.2 dur
h

P

i

=

2

X

a=1

�

0ai

= �

01i

+�

02i

(6.36)

J
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n�1

X

s=0

2

X
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�

ijk

x
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�
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X

a=1

�

ijk

x

aj

�

0ak

+ �

ijk

x

(1)

aj

�

1ak

(6.37)

gegeben. (Hier und im Rest des Abs
hnittes soll über j; k summiert werden.) Die

Eins
hränkung auf die Zwangsbedingungs�ä
he ergibt (mit den Bezei
hnungen

von Abs
hnitt 6.2) in Koordinaten (q;�

0

) ges
hrieben

P

i

j

�

= �

01i

+�

02i

(6.38)
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� "
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m
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1aj

(x;�

0

))�

0ak

; (6.39)

wobei �

1aj

(x;�

0

) = �

1aj

(x; x

(1)

(x;�

0

)). Eine Newtons
he Substitution ist hier

ausrei
hend, na
h (6.21) gilt x

(1)

�

(x;�

0

) =

�

0�

m

�

+ O("). Explizit lautet der Aus-

dru
k für J

i

im Newtons
hen bzw. Coulombs
hen Fall:

J
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(6.40)
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(6.42)

J
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(6.43)
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(6.45)

Mit P

2pN

, J

2pN

können na
h Umre
hnung auf Koordinaten (x; x

(1)

) dur
h die

Ergebnisse von [32℄ bis zur zweiten Ordnung bestätigt werden.

Bis zur zweiten Ordnung in

1




2

treten keine Korrekturen zur gewohnten Form des

Gesamtimpulses auf. Für den Gesamtdrehimpuls gilt dies bis zur ersten Ordnung.

Geht man zu kanonis
h konjugierten Koordinaten (Q,P) über, so ergibt si
h mit

(6.26) aus (6.38, 6.39)

~

P

i

=

2

X

a=1

P

ai

(6.46)

~

J

i

=

2

X

a=1

�

ijk

Q

aj

P

ak

; (6.47)

dabei bezei
hnet

~

P

i

= P

i

(x(Q;P );�

0

(Q;P )) die dur
h kanonis
he Koordinaten

ausgedrü
kte Gröÿe. P

i

bzw. J

i

sind also bezügli
h kanonis
h konjugierter Varia-

blen wieder die Erzeugenden der gewöhnli
hen Translation bzw. Drehung. Der

Grund ist, dass die Zwangsbedingungen unter Translation bzw. Rotation formin-

variant sind, d. h. dass die Zwangsbedingungs�ä
he bei einer sol
hen Transforma-

tion in si
h übergeht. Die Eins
hränkung der Translation/Drehung ist damit eine

Translation/Drehung auf � und die Erzeugenden einer Translation/Drehung neh-

men bezügli
h kanonis
h konjugierter Koordinaten die Form (6.46, 6.47) an. Es ist

klar, dass damit au
h die Euklidis
he Algebra (2.19-2.21) erfüllt ist, ferner gelten

die Relationen (2.22, 2.23), d. h. die verallgemeinerten Gröÿen Gesamtimpuls und

Gesamtdrehimpuls sind bis zur 2. Ordnung erhalten bzw. die Hamiltonfunktion

ist invariant unter Translation und Drehung im Phasenraum.

91



6.6 Die Erzeugende G

i

Hier ist es zwe
kmäÿig, zu kanonis
h konjugierten Koordinaten zu we
hseln und

~

K

i

zu bestimmen. Zur Bere
hnung bieten si
h zwei Methoden an:

1. Die Methode der unbestimmten Koe�zienten [52℄: Das Transformations-

verhalten von

~

K

i

unter Drehungen ist dur
h (2.26) gegeben, d. h.

~

K

i

lautet

~

K

i

=

2

X

a=1

M

a

(Q;P )Q

ai

+N

a

(Q;P )P

ai

(6.48)

mit zwei skalaren Funktionen M

a

(Q;P ), N

a

(Q;P ). Aufgrund der algebrai-

s
hen Struktur der Di�erentialglei
hungen für

~

K

i

liegt es nahe, fürM

a

(Q;P )

und N

a

(Q;P ) Summen von Monomen
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(6.49)

anzusetzen, mit einer ganzen Zahl n

0

und natürli
hen Zahlen n

1

; : : : ; n

5

.

Die zu berü
ksi
htigenden Tupel n

0

; : : : ; n

5

ergeben si
h dann aus der Di-

mension der entspre
henden Ordnung von

~

K

i

. Die im Fall 3pN auftretenden

ln-Terme werden gesondert berü
ksi
htigt. Eingesetzt in die partiellen Dif-

ferentialglei
hungen (2.24-2.27', 3.120) ergibt si
h ein lineares Glei
hungs-

system für die Koe�zienten. Die Koe�zienten wären überbestimmt, aller-

dings sind ni
ht alle Glei
hungen unabhängig: Für unsere Systeme existiert

eine Lösung. Berü
ksi
htigt man nur die Glei
hungen der Poin
aré-Algebra,

bleiben Koe�zienten unbestimmt.

6

2. Explizite Integration: Das Di�erentialglei
hungssystem aus Weltlinienbe-

dingung (3.119) und Glei
hung (2.25) der Poin
aré-Algebra lässt si
h ele-

mentar integrieren (vgl. die Abs
hnitte 4.3, 5.3). Na
h Bestimmen einer

Lösung wird dur
h Einsetzen geprüft, ob dur
h sie alle Glei
hungen der

Poin
aré-Algebra erfüllt werden.

Die Methode der unbestimmten Koe�zienten ist besonders bei höheren Ord-

nungen von Vorteil, wenn ein Computeralgebraprogramm eingesetzt wird.

7

Die

Ergebnisse wurden für 2pN und 2pC mit Methode 2 von Hand überprüft. Na
h

6

Bei Anwendung des Verfahrens auf das 1pN/1pC-System erhält man einen unbestimmten

Faktor � als Teil eines Terms ��, mit dem Runge-Lenz-Vektor �, vgl. Anhang A.

7

Hier wurde Maple 8 verwendet.
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der Bere
hung wird

~

K

i

wieder dur
h die Koordinaten (x;�

0

) ausgedrü
kt.

Für das post-Newtons
he bzw. das post-Coulombs
he Zweiteil
hen-System ergibt

si
h:
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Das Ergebnis für 2pN stimmt � na
h entspre
hender Umre
hnung � mit dem Er-

gebnis in [32℄ bis zur zweiten Ordnung überein.

6.7 Die Eindeutigkeit des Ergebnisses

Wir werden zeigen, dass

~

K

(2)i

im Falle 2pN/2pC eindeutig bestimmt ist. Da-

mit sind au
h K

(2)i

und G

(2)i

eindeutig bestimmt

8

. Betra
hten wir zunä
hst die

Weltlinienbedingung in kanonis
hen Koordinaten:

fx

ai

; K

(2)j

g

�

�

�

x(Q;P );�(Q;P )

= f~x

ai

;

~

K

j

g

Q;P

= fQ

ai

+ "

2

1

m

a

~

�

1ai

;

0

~

K

j

+ "

1

~

K

j

+ "

2 2

~

K

j

g

Q;P

=

(3.120)

"~x

aj

f~x

ai

;

~

Hg

Q;P

= "~x

aj

f~x

ai

;

0

~

Hg

Q;P

+ "

2

~x

aj

f~x

ai

;

1

~

Hg

Q;P

: (6.58)

Glei
hung (2.25) lautet

f

~

K

j

;

~

Hg

Q;P

= f

0

~

K

j

+ "

1

~

K

j

+ "

2 2

~

K

j

;

0

~

H + "

1

~

H + "

2 2

~

Hg

Q;P

=

(2.25)

~

P

j

(6.59)

8

Die Koordinatentransformation ist ein Di�eomorphismus und P

i

ist eindeutig bestimmt

(vgl. Abs
hnitt 6.5).

94



Wie in Abs
hnitt 6.5 begründet, hat

~

J

i

die Form

~

J

i

=

P

2

a=1

P

3

k=1

�

ijk

Q

aj

P

ak

(vgl.

(6.47)). Damit ergibt Glei
hung (2.26):

f

~

J

i

;

~

K

j

g

Q;P

= f

~

J

i

;

0

~

K

j

g

Q;P

+ "f

~

J

i

;

1

~

K

j

g

Q;P

+ "

2

f

~

J

i

;

2

~

K

j

g

Q;P

=

(2.26)

3

X

k=1

�

ijk

(

0

~

K

k

+ "

1

~

K

k

+ "

2 2

~

K

k

): (6.60)

Da kanonis
h konjugierte Variablen und Phasenraumvariablen in 0-ter Ordnung

übereinstimmen, behält die nullte Ordnung der Hamiltonfunktion

~

H die Form

0

~

H =

2

X

a=1

P

2

a

2m

a

+ U(Q): (6.61)

Für die nullte und die erste Ordnung der Glei
hungen können wir aufgrund der

Form von

0

~

H, J

i

und f:; :g

Q;P

genauso vorgehen wie in den Abs
hnitten 4.3 und

5.3 um die Eindeutigkeit der nullten und ersten Ordnung zu zeigen, nur dass statt

der Koordinaten x; p stets Q;P eingesetzt werden muss, die einzelnen Gröÿen eine

Tilde bekommen und wir mit

~

K

i

statt mit G

i

arbeiten:

Wir nehmen also wieder an, es gäbe eine zweite Lösung

~

K

0

i

=

~

K

i

+ f

i

mit f

i

=

f

i

(Q;P ). Wir entnehmen zunä
hst der nullten Ordnungen der Glei
hung (6.58),

dass

0

f

i

ni
ht von den P

aj

abhängt: Glei
hung (6.58) muss na
h Voraussetzung

von

~

K

0

i

und von

~

K

i

erfüllt werden. Bilden der Di�erenz ergibt in der nullten

Ordnung:

�

0

f

j

�P

ai

= 0 )

0

f

i

=

0

f

i

(Q): (6.62)

~

K

0

i

und

~

K

i

werden in (6.59) eingesetzt und es wird wieder die Di�erenz gebildet.

In nullter Ordnung ergibt si
h

2

X

a=1

3

X

k=1

P

ak

m

a

�

0

f

j

(Q)

�Q

ak

= 0: (6.63)

Wegen der Unabhängigkeit der Koordinaten Q

ai

; P

bj

also

�

0

f

j

(Q)

�Q

ak

= 0 )

0

f

i

= 
onst (6.64)
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Aus der nullten Ordnung von Glei
hung (6.60) folgt s
hlieÿli
h

0 = f

~

J

i

;

0

f

j

g

Q;P

= f

~

J

i

;

0

~

K

0

j

�

0

~

K

j

g

Q;P

=

3

X

k=1

�

ijk

(

0

~

K

0

k

�

0

~

K

k

) =

3

X

k=1

�

ijk

0

f

k

)

0

f

k

= 0 )

0

~

K

0

i

=

0

~

K

i

: (6.65)

Der Beweis der Eindeutigkeit der ersten Ordnung ist sehr ähnli
h: Aus der ersten

Ordnung von (6.58) folgt

1

f

i

=

1

f

i

(Q). Die erste Ordnung von (6.59) ist

f

1

~

K

j

;

0

~

Hg

Q;P

+ f

0

~

K

j

;

1

~

Hg

Q;P

= 0; (6.66)

wobei

~

K

0

j

dieselbe Glei
hung erfüllt. Wir wissen aus (6.65), dass

~

K

0

i

von

~

K

i

frühe-

stens in der ersten Ordnung abwei
ht, also

~

K

0

i

=

0

~

K

i

+"

1

~

K

0

i

+"

2 2

~

K

0

i

. Subtraktion

der Glei
hung (6.66) mit

~

K

j

von der mit

~

K

0

j

ergibt daher in erster Ordnung:

f

1

~

K

j

�

1

~

K

0

j

;

0

~

Hg

Q;P

= f

1

f

j

(Q);

0

~

Hg

Q;P

= 0

2

X

a=1

3

X

k=1

P

ak

m

a

�

1

f

j

(Q)

�Q

ak

= 0

�

1

f

j

(Q)

�Q

ak

= 0; (6.67)

also

1

f

j

(Q) = 
onst. Aus der ersten Ordnung von Glei
hung (6.60) folgt dann

0 = f

~

J

i

;

1

f

j

g

Q;P

= f

~

J

i

;

1

~

K

0

j

�

1

~

K

j

g

Q;P

=

3

X

k=1

�

ijk

(

1

~

K

0

k

�

1

~

K

k

) =

3

X

k=1

�

ijk

1

f

k

)

1

f

k

= 0 )

1

~

K

0

i

=

1

~

K

i

: (6.68)

Die Eindeutigkeit der zweiten Ordnung folgt völlig analog: Wir wissen nun, dass

~

K

0

i

=

0

~

K

i

+ "

1

~

K

i

+ "

2 2

~

K

0

i

gilt. Setzt man na
heinander

~

K

0

j

und

~

K

j

in Glei
hung

(6.58) ein und bildet die Di�erenz, bleibt nur der Term übrig, der

2

~

K

0

j

�

2

~

K

j

enthält:

�(

2

~

K

0

j

�

2

~

K

j

)

�P

ai

=

�

2

f

j

�P

ai

= 0: (6.69)

Es folgt

2

f

i

=

0

f

i

(Q). Glei
hung (6.59) ergibt

f

2

~

K

j

�

2

~

K

0

j

;

0

~

Hg

Q;P

= f

2

f

j

(Q);

0

~

Hg

Q;P

= 0: (6.70)
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Aufgrund der Unabhängigkeit der einzelnen Koordinaten P

ai

; Q

bj

können wir

s
hlieÿen:

2

X

a=1

3

X

k=1

P

ak

m

a

�

2

f

j

(Q)

�Q

ak

= 0

)

�

2

f

j

(Q)

�Q

ak

= 0; (6.71)

also

2

f

i

= 
onst. Einsetzen von von

~

K

0

i

und

~

K

i

in Glei
hung (6.60) und Di�erenz-

bildung ergibt:

0 = f

~

J

i

;

2

f

j

g

Q;P

= f

~

J

i

;

2

~

K

0

j

�

2

~

K

j

g

Q;P

=

3

X

k=1

�

ijk

(

2

~

K

0

k

�

2

~

K

k

) =

3

X

k=1

�

ijk

2

f

k

)

2

f

k

= 0 )

2

~

K

0

i

=

2

~

K

i

: (6.72)

Dieser Induktionsbeweis lässt si
h au
h auf höhere Ordnung anwenden. Insbeson-

dere ist klar, dass wir im Falle 3pN völlig analog verfahren können.
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Kapitel 7

Das post-Newtons
he

Zweiteil
hen-System in dritter

Ordnung

Die Ordnungen 2:5pN und 3:5pN werden hier verna
hlässigt. Alle Relationen

dieses Abs
hnitts sind Relationen auf R[

1




2

℄=[

1




8

℄.

7.1 Lagrangefunktion

Die 3pN-Bewegungsglei
hung wurde im Jahr 2000 von T. Damour, P. Jaranowski

und G. S
häfer [62℄ in ADM-Ei
hung abgeleitet und unabhängig davon von L.

Blan
het und G. Faye [63℄ in harmonis
hen Koordinaten. Die Lagrangefunktion

für die konservativen Terme �ndet si
h in harmonis
her Ei
hung in [32℄. Sie hat

die Struktur

L

3pN

(x; x

(1)

; x

(2)

) = L

2pN

(x; x

(1)

; x

(2)

) +

1




6

3

L

N

(x; x

(1)

; x

(2)

) (7.1)

=

0

L

N

(x; x

(1)

) +

1




2

1

L

N

(x; x

(1)

) +

1




4

2

L

N

(x; x

(1)

; x

(2)

)

+

1




6

3

L

N

(x; x

(1)

; x

(2)

); (7.2)

Explizit �ndet si
h L

3pN

in Anhang A. Die Lagrangefunktion besitzt ni
ht die

Form (6.5), wir müssen den Formalismus von X. Jaen, J. Llosa und A. Molina

entspre
hend modi�zieren: Wir wollen

3

L

N

als kleine Änderung des Terms

2

L

N
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ansehen, in der Notation von Abs
hnitt 6.2 also die Lagrangefunktion

L = L

0

+ V

0

(x) + "V

1

(x; x

(1)

) + "

2

~

V

2

(x; x

(1)

; x

(2)

) (7.3)

mit

~

V

2

(x; x

(1)

; x

(2)

) = V

2

(x; x

(1)

; x

(2)

) + "V

3

(x; x

(1)

; x

(2)

) betra
hten. Die wesent-

li
he Veränderung gegenüber Kapitel 6 ist, dass alle Gröÿen nun bis O("

4

) aus-

gere
hnet werden müssen. In Anhang C wird gezeigt, dass aus den primären

Zwangsbedingungen, die man dur
h Multiplikation der Bewegungsglei
hungen

mit "

2

erhält, wieder eine zeitli
h stabile minimale Menge

m

�

x

(r)

�

�

2

X

s=0

"

s

B

�;r;s

(x; x

(1)

) = O("

4

); r = 2; 3 [C.6℄

von Zwangsbedingungen abgeleitet werden kann. Weitere Nullvektoren der Hesse-

Matrix führen au
h hier ni
ht zu neuen Zwangsbedingungen.

7.2 Hamiltonfunktion

Die Ostrogradski-Transformation ergibt:

�

0�

= m

�

x

(1)

�

+ "�

0�

(x; :::; x

(3)

) (7.4)

�

1�

= "

2

�

1�

(x; x

(1)

; x

(2)

) (7.5)

wobei die Funktionen �

j�

bezügli
h V

1

und

~

V

2

gebildet werden:

�

0�

=

�V

1

�x

(1)

�

+ "

�

~

V

2

�x

(1)

�

� "

d

dt

�

~

V

2

�x

(2)

�

(7.6)

�

1�

=

�

~

V

2

�x

(2)

�

: (7.7)

Daraus folgen als Zwangsbedingungen im Hamilton-Formalismus die Relationen

�

1�

= �

1�

� "

2

�

1�

(x; x

(1)

) = O("

4

)

!

1�

= q

(1)

�

�

1

m

�

[�

0�

� "�

0�

(x; x

(1)

)℄ = O("

4

):

(7.8)
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�

s�

(x; x

(1)

) erhält man, indemman die höheren Ableitungen in �

j�

�

x; :::; x

(2n�j�1)

�

mit Hilfe der Zwangsbedingungen eliminiert.

Als Hamiltonfunktion ergibt si
h

H
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= �L

3pN

+

X

�

�

0�

x

(1)

�

+�

1�

x

(2)

�

(7.9)

= H
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+

3

H

N

: (7.10)

Dur
h Koordinaten (x;�

0

) der Zwangsbedingungs�ä
he ausgedrü
kt, lautet der

explizite Ausdru
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Dies stimmt - dur
h (x; x

(1)

) ausgedrü
kt - mit dem Ergebnis in [32℄ überein.

7.3 Die Erzeugenden P

i

und J

i

Gesamtimpuls und Gesamtdrehimpuls sind wie in Abs
hnitt 6.5 dur
h

P
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=

2
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02i

(7.12)
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gegeben. (Über j; k wird hier und im Rest des Abs
hnittes summiert.) Die Ein-

s
hränkung auf die Zwangsbedingungsbedingungs�ä
he lautet

�

i

j

�

= �

01i

+�

02i

(7.14)
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wobei die einzelnen Gröÿen bis zu einer Genauigkeit von O("

4

) des Ausdru
ks

dur
h (x;�

0

) ausgedrü
kt werden. Explizit lautet das Resultat für J

i
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Die Ergebnisse für P

i

und J

i

stimmen mit [32℄ überein.

Die Zwangsbedingungen sind weiterhin zweiter Klasse, die Matrix ihrer Poisson-

Klammern D ist umkehrbar. In Anhang C werden die inverse Matrix und damit

die elementaren Dira
-Klammern bere
hnet. Man veri�ziert dann dur
h Einset-

zen, dass
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bezügli
h der Dira
-Klammer kanonis
h konjugiert sind. Da die Zwangsbedingun-

gen weiterhin forminvariant unter Rotation und Translation sind, haben J und

P in kanonis
hen Koordinaten wieder die Form

~
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=
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X

a=1
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(7.20)
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; (7.21)

7.4 Die Erzeugende G

i

Wir bestimmen

~

K

i

, mit

~

K

i

= K

i

(Q;P ) = G

i

(Q;P )+P

i

(Q;P )t aus der Poin
aré-

Algebra und der Weltlinienbedingung. Dabei wird die Methode der unbestimmten

Koe�zienten verwendet. Na
h Umre
hnen auf Koordinaten (x;�

0

) ergibt si
h

K

3pN

= K

2pN

+ "

3 3

K

N

; (7.22)
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Eine Umre
hnung auf Koordinaten (x; x

(1)

) zeigt au
h hier die vollständige Über-

einstimmung mit dem Ergebnis, das V. Andrade, L. Blan
het, G. Faye im La-

grangeformalismus abgeleitet haben [32℄

1

.

7.5 Die Eindeutigkeit des Ergebnisses

Die Eindeutigkeit von P

i

und J

i

folgt aus der physikalis
hen Forderung, dass es

si
h um die Erzeugenden von räumli
her Translation und räumli
her Drehung

handeln möge. Der Beweis �ndet si
h in Abs
hnitt 3.4.2. Das Vorgehen zum

Beweis der Eindeutigkeit von G

3pNi

ist bereits aus den Abs
hnitten 4.3, 5.3 und

besonders 6.7 vertraut: Man we
hselt zu kanonis
h konjugierten Koordinaten und

nimmt an, es gäbe zwei Lösungen,

~

K

0

i

und

~

K

i

, die die Poin
aré-Algebra und die

Weltlinienbedingung für

~

K

i

, ((3.120) in kanonis
hen Koordinaten) erfüllen. Die

Weltlinienbedingung lautet in kanonis
hen Koordinaten:

fx

ai

; K

j

g

�

j

x(Q;P );�(Q;P )

= f~x

ai

;

~

K

j
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"~x

aj

f~x

ai
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~

Hg

Q;P

(7.24)

Diese Gröÿe muss bis zur dritten Ordnung bere
hnet werden. Der Beweis, dass

~

K

0

i

und

~

K

i

bis zur zweiten Ordnung übereinstimmen, kann aus Abs
hnitt 6.7

übernommen werden. Wir wissen dann, dass

~
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=

0

~
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i

+ "
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~
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+ "

2 2
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+ "

3 3
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gilt und setzen
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K

0

i

=

~

K

i

+ "

3 3

f

i

. Sowohl

~

K

0

j

als au
h

~

K

j

lösen Glei
hung (7.24)

1

Es sei darauf hingewiesen, dass K

i

in [32℄ die Erhaltungsgröÿe ist (also unser G

i

) und unser

K

i

mit G

i

bezei
hnet wird.
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na
h Voraussetzung. Wir setzten sie nun na
heinander in (7.24) ein und bilden

die Di�erenz. Es ergibt si
h:

0 =

�(

3

~

K

0

j

�

3

~

K

j

)

�P

ai

=

�

3

f

j

�P

ai

)

3

f

i

=

3

f

i

(Q): (7.25)

Glei
hung (2.25) lautet in kanonis
hen Koordinaten:
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; (7.26)

Einsetzen von

~

K

0

j

und

~
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j

, Bilden der Di�erenz und Verwenden von (7.25) ergibt:
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Da die einzelnen Koordinaten P

ai

; Q

bj

unabhängig sind, können wir s
hlieÿen:
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also

3

f

j

= 
onst. Glei
hung (2.26) lautet in kanonis
hen Koordinaten
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Nun werden

~

K

0

i

und

~

K

i

eingesetzt und die Di�erenz gebildet. Unter Benutzung

von (7.28) ergibt die dritte Ordnung:
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Damit ist die Eindeutigkeit gezeigt. Es verbleibt ledigli
h die Freiheit, innerhalb

der harmonis
hen Ei
hung kanonis
he Transformationen dur
hzuführen, die die

expliziten Ausdrü
ke H, P

i

; J

i

und G

i

in äquivalente überführen (vgl. Abs
hnitt

6.4).
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Fazit

Im ersten Teil wurden die theoretis
hen Grundlagen ausführli
h dargestellt. Es

wurde gezeigt, wie si
h der singuläre Hamiltonformalismus in einfa
her Weise auf

Systeme höherer Ordnung (in den zeitli
hen Ableitungen der Koordinaten) über-

tragen lässt.

Im zweiten Teil wurden die Zweiteil
hen-Systeme 3pN (in harmonis
her Ei
hung)

und 2pC (in Lorentz-Ei
hung) unter Verna
hlässigung dissipativer Terme im sin-

gulären Hamiltonformalismus höherer Ordnung behandelt. Zur Bere
hnung der

Hamiltonfunktion und der Dira
-Klammern gri�en wir auf eine allgemeine Me-

thode von X. Jaen, J. Llosa, A. Molina [3℄ zurü
k. Wir konnten zeigen, dass sie

au
h auf Systeme anwendbar ist, bei denen die Determinante der Hesse-Matrix

vers
hwindet. Damit war eine direkte Behandlung aller gegebenen Lagrangefunk-

tionen bis zur zweiten Ordnung mögli
h. Die von uns ermittelte Hamiltonfunkti-

on des 2pC-Zweiteil
hen-Systems konnte dur
h die von G. S
häfer, T. Damour in

Ref. [61℄ angegebene bestätigt werden. Für das 3pN-System musste die Metho-

de aufgrund der Struktur der Lagrangefunktion (dritte Zeitableitungen kommen

ni
ht vor) modi�ziert werden.

Mit der expliziten Form der Dira
-Klammer konnten wir zeigen, dass für die

betra
hteten Systeme die Ortskoordinaten ni
ht als kanonis
he Koordinaten ver-

wendet werden können. Es wurden Koordinaten angegeben, die bezügli
h der

Dira
-Klammer kanonis
h konjugiert sind, die entspre
henden Ei
hungen aber

ni
ht respektieren. Sol
he Koordinaten sind nützli
h, weil sie Re
hnungen mit

der Dira
-Klammer vereinfa
hen.

Post-Newtons
he Systeme in harmonis
her Ei
hung und post-Coulombs
he Sys-

teme in Lorentz-Ei
hung sind manifest Poin
aré-invariant. Wir konnten für die

Zweiteil
hen-Systeme 3pN (in harmonis
her Ei
hung) und 2pC (in Lorentz-Ei
hung)

explizit in�nitesimale Erzeugende verallgemeinerter kanonis
her Transformatio-

nen bestimmen, die bezügli
h der Dira
-Klammer eine genäherte Darstellung der

Poin
aré-Algebra bilden (also Erzeugende der Poin
aré-Gruppe sind).

Darüber hinaus konnte gezeigt werden, dass diese eindeutig bestimmt sind, wenn
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man die Erzeugende H als Erzeugende der Zeittranslation (Hamiltonfunktion)

als gegeben ansieht und physikalis
h fordert, dass die anderen Erzeugenden die

übli
hen Wirkungen auf die Ortskoordinaten und die Impulskoordinaten haben.

Es soll si
h also um die Erzeugenden der räumli
hen Translation (P

i

), der räum-

li
hen Drehung (J

i

) und der homogenen Lorentztransformation (G

i

) handeln.

Letzteres bedeutet, dass G

i

die Weltlinienbedingung erfüllt. Damit ist Ref. [1℄ für

die Zweiteil
hen-Systeme 3pN (in harmonis
her Ei
hung) und 2pC (in Lorentz-

Ei
hung) bis zur dritten bzw. zweiten Ordnung erweitert worden.

Die Erzeugenden sind glei
hzeitig Erhaltungsgröÿen des Systems. Sie lassen si
h

als Gesamtenergie (H), als verallgemeinerter Gesamtimpuls (P

i

), als verallge-

meinerter Gesamtdrehimpuls (J

i

) und (etwas ungenau gespro
hen) als verallge-

meinerte S
hwerpunktskoordinate (G

i

) interpretieren. Für das post-Newtons
he

System in harmonis
her Ei
hung sind diese Erhaltungsgröÿen in Abhängigkeit

von den Orts- und Ges
hwindigkeitskoordinaten der Teil
hen von V. Andrade,

L. Blan
het, G. Faye [32℄ im Lagrangeformalismus bis zur dritten Ordnung be-

stimmt worden. Drü
kt man die von uns ermittelten Erzeugenden mit Hilfe der

Zwangsbedingungen dur
h die Orts- und Ges
hwindigkeitskoordinaten aus (sie

bleiben weiterhin in�nitesimale Erzeugende verallgemeinerter kanonis
her Trans-

formationen bezügli
h der Dira
-Klammer), so stimmen sie mit den im Lagran-

geformalismus ermittelten Erhaltungsgröÿen überein.
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Anhang A

Bemerkung zu Ref. [1℄

Die Frage der Eindeutigkeit von G

i

ist au
h im Hinbli
k auf [1℄ interessant: In

diesem Artikel wird die Poin
aré-Algebra zusammen mit der Hamiltonfunktion

in 0-ter Ordnung

H

0

=

X

a

�

m

a




2

+

p

2

a

2m

a

�

+

X

a<b

V

ab

(r

ab

) (A.1)

benutzt, um für ein N-Teil
hensystem

1

H und

1

G herzuleiten. Physikalis
h wird

dabei vorausgesetzt, dass nur Zwei-Körper-We
hselwirkungen vorliegen. Als Er-

gebnis wird für

1

G

i

angegeben (Glei
hung (61) in [1℄):

1

G

i

=

X

a

p

2

a

2m

a

x

ai

+

1

2

X

a<b

[V

ab

(r

ab

)(x

ai

+ x

bi

) +W

ab

(r

ab

)(x

ai

� x

bi

)℄ ; (A.2)

mit dem symmetris
hen Potential V

ab

(r

ab

) aus der 0-ten Ordnung von H und

einem Potential W

ab

(r

ab

), über dessen Symmetrie ni
hts ausgesagt werden kann

[1, S. 1607℄. Der Ausdru
k W

ab

(r

ab

) geht au
h in

1

H ein. Zu der Herleitung von

1

G

ai

wird bemerkt [1, S. 1606℄: �It should be noted that we did not use the world-

line 
onditions in our derivation; nevertheless these 
onditions are satis�ed in the

order required.�

Beim Studieren der Herleitung fällt in Glei
hung (A5) des Anhangs von [1℄ ein

Problem auf: Dort heiÿt es (G

2i

=̂

0

G

i

, N;R; S Teil
hennummern, V

RS

ist das
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Potential aus H

0

): �The general solution of Eq. (57) is given by

G

2i

=

X

N

x

Ni

p

2

N

2m

N

+

1

2

XX

R<S

V

RS

(x

Ri

+ x

Si

)

+

1

2

XX

R<S

[(x

Ri

� x

Si

)W

RS

(~r

R

; ~r

S

; ~p

R

; ~p

S

) + (p

Ri

+ p

Si

)

�

W

RS

(~r

R

; ~r

S

; ~p

R

; ~p

S

)℄;

(A5)

where the �rst sum is a parti
ular solution of the inhomogeneous equation, and

the se
ond one the general solution of the homogeneous one, provided that

XX

R<S

�

(x

Ri

� x

Si

)

�

�W

RS

�x

Rj

+

�W

RS

�x

Sj

�

+ (p

Ri

+ p

Si

)

�

�

�

W

RS

�x

Rj

+

�

�

W

RS

�x

Sj

��

= 0�:

(A6)

Dabei ist Glei
hung (57) gegeben dur
h:

X

N

�G

2i

�x

Nj

= Æ

ij

 

X

N

~p

2

N

2m

N

+

XX

N<R

V

NR

!

: (57)

O�ensi
htli
h ist die zweite Summe von (A5) ni
ht die allgemeine Lösung der ho-

mogenen Glei
hung (57). Es sprä
he (mathematis
h) ni
hts gegen Terme (p

Ri

�

p

Si

)

~

W

RS

, sofern Glei
hung (A6) entspre
hend erweitert würde.

Eine Prüfung der weiteren Re
hnung zeigt, dass in Glei
hung (A8) Terme ausge-

lassen wurden. In der zweiten Zeile fehlt in der e
kigen Klammer der Summand

�W

RS

��

RS

(x

Rj

� x

Sj

) (A.3)

und in der se
hsten Zeile der Summand

�W

RS

��

SR

(x

Sj

� x

Rj

): (A.4)

Diese heben die übrigen

�W

RS

��

RS

bzw.

�W

RS

��

SR

-abhängigen Terme auf. Damit gilt

m

R

�W

RS

��

RS

= m

S

�W

RS

��

SR

(A9)

ni
ht mehr und die folgende Re
hnung ist ni
ht mehr dur
hführbar.
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Wir wollen nun zeigen, dass es tatsä
hli
h ni
ht mögli
h ist,

1

G

ai

ohne Benutzung

der Weltlinienbedingung oder weiterer physikalis
her Forderungen (auÿer der von

Sta
hel, Havas, siehe oben) bis auf eine Term W

ab

(r

ab

)(x

ai

� x

bi

) zu bestimmen,

dass also die Poin
aré-Algebra (2.19-2.27) zusammen mit H

0

unter der in [1℄

genannten physikalis
hen Voraussetzung die Gröÿe

1

G ni
ht bis auf den Term

W

ab

(r

ab

)(x

ai

� x

bi

) bestimmt.

Dazu konstruieren wir ein Gegenbeispiel: Nehmen wir an, G

(1)i

sei eine Lösung

der genäherten Poin
aré-Algebra und G

0

(1)i

= G

(1)i

+

1




2

��

i

sei eine weitere Lö-

sung (� = 
onst:). Dann ergibt Einsetzen von G

0

(1)i

in (2.24-2.27) für �

i

die

Glei
hungen:

f

0

G

i

;�

j

g+ f�

i

;

0

G

j

g = 0 (A.5)

f�

i

; H

0

g = 0 (A.6)

f

0

J

i

;�

j

g = "

ijk

�

k

(A.7)

f�

i

;

0

P

j

g = 0: (A.8)

Physikalis
h genügt es, ein System mit H

0

der Form (A.1) zu �nden, in denen

es eine vektoriellen Erhaltungsgröÿe gibt, die Translations- und Galilei-invariant

ist. Die HamiltonfunktionH =

P

2

a=1

p

2

a

2m

a

+




r

besitzt eine sol
he Erhaltungsgröÿe,

den Runge-Lenz-Vektor �:

� = p� L + (x

1

� x

2

)�




r

(A.9)

mit p

i

=

1

m

1

+m

2

(m

2

p

1i

�m

1

p

2i

), L = (x

1

� x

2

)� p und � =

m

1

m

2

m

1

+m

2

. Dieser kann

in eine Form gebra
ht werden, in der man ihm die Invarianzeigens
haften (auÿer

(A.6)) sofort ansieht:

�

i

=�

2

(x

1i

� x

2i

)

 

�

p

1

m

1

�

p

2

m

2

�

2

+

1

�




r

!

� �

2

�

p

1i

m

1

�

p

2i

m

2

�

X

k

(x

1k

� x

2k

)

�

p

1k

m

1

�

p

2k

m

2

�

:

(A.10)

Die Einheit des Vorfaktors � muss die einer Masse

�1

sein, er kann dafür genutzt

werden, G

0

i

in den Teil
henindizes zu symmetrisieren, zusätzli
h muss physikalis
h
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gefordert werden, dass der Vorfaktor bei vers
hwindender Kopplung ebenfalls

vers
hwindet, so dass G

i

bis zur zweiten Ordnung mit dem der freien Theorie

übereinstimmt.

1

Diese Forderung kann ni
ht dur
h einen Vorfaktor erfüllt werden,

der eine Funktion von 
;m

1

; m

2

ist. Der zusätzli
he Term ist also in diesem Sinne

ni
ht physikalis
h.

2

Allerdings wird die Forderung na
h Übereinstimmung mit

der freien Theorie in [1℄ ni
ht gestellt, das heiÿt, im Rahmen von [1℄ ist mit

(A.10) ein Gegenbeispiel zur obigen Aussage gefunden: �

i

hat ni
ht die Form

W

ab

(r

ab

)(x

ai

� x

bi

) .

1

�

i

ist o�enbar antisymmetris
h, also z.B. � = �

m

1

�m

2

(m

1

+m

2

)

2

mit dimensionslosem �.

2

Man könnte weiterhin vermuten, dass die Erweiterung der Betra
htung auf 2pN-Terme

gegen einen Term ��

i

spri
ht. (2.25) führt in diesem Fall unter anderem auf

1




4

(f�

i

; H

0

g+ f�

i

;

1

Hg) = 0 (A.11)

und damit auf die Frage, ob es eine 1pN-Erweiterung �

i

des Runge-Lenz-Vektors gibt. Eine

sol
he existiert tatsä
hli
h [64℄, die Abhängigkeiten sind aber re
ht kompliziert und ers
hweren

weitere Überlegungen.
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Anhang B

Die 3pN-Lagrangefunktion in

harmonis
her Ei
hung

In harmonis
her Ei
hung ist L

3pN

gegeben dur
h:
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Der unbestimmte Faktor � wurde von T. Damour, P. Jaranowski, G. S
häfer

[25℄ dur
h dimensionale Regularisierung zu � = �

1987

3080

bestimmt, die Konstanten

r

0

1

und r

0

2

lassen si
h dur
h eine Ei
htransformation innerhalb der harmonis
hen

Ei
hung entfernen.

115



Anhang C

Ableitung der Zwangsbedingungen

(3pN)

In diesem Anhang sollen die Zwangsbedingungen für das Zweiteil
hen-System in

dritter post-Newtons
her Näherung abgeleitet werden.

Nullvektor der Hesse-Matrix ist si
her jeder Vektor, der eine Vielfa
hes von "

2

ist. Als primäre Zwangsbedingungen ergeben si
h damit (unter anderem):

"

2

 

m

�

x

(2)

�

�

1

X

s=0

"

s

B

�;2;s

(x; x

(1)

)

!

= O("

4

) (C.1)

Dur
h Ableiten und Eliminieren der auftretenden Bes
hleunigung mit Hilfe von

(C.1) ergibt si
h:

"

2

 

m

�

x

(3)

�

�

1

X

s=0

"

s

B

�;3;s

(x; x

(1)

)

!

= O("

4

) (C.2)

(Vgl. Glg. (A7) in [3℄.) Wenn diese Zwangsbedingungen für alle Zeiten erfüllt sein

sollen, muss au
h

"

2

 

m

�

x

(4)

�

�

1

X

s=0

"

s

B

�;4;s

(x; x

(1)

)

!

= O("

4

) (C.3)

gelten. Dies ist eigentli
h keine Zwangsbedingung, da x

(4)

�

keine Variable des Kon-

�gurationsraumes ist. Aber wir können daraus die Zwangsbedingungen multipli-
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ziert mit " gewinnen, indem wir die Bewegungsglei
hungen mit " multiplizieren

und alle vorkommenden höheren Ableitungen mit Hilfe von (C.1-C.3) eliminieren.

Na
h zeitli
hem Ableiten und Eliminieren auftretender Bes
hleunigungen ergibt

si
h:

"

 

m

�

x

(r)

�

�

2

X

s=0

"

s

B

�;r;s

(x; x

(1)

)

!

= O("

4

); r = 2; 3: (C.4)

Au
h diese Zwangsbedingungen müssen für alle Zeiten erfüllt sein:

"

 

m

�

x

(4)

�

�

2

X

s=0

"

s

B

�;4;s

(x; x

(1)

)

!

= O("

4

): (C.5)

Damit können wir in die Bewegungsglei
hung eingehen und erhalten als Zwangs-

bedingungen

m

�

x

(r)

�

�

2

X

s=0

"

s

B

�;r;s

(x; x

(1)

) = O("

4

); r = 2; 3: (C.6)

Diese Zwangsbedingungen sind zeitli
h stabil, weil Einsetzen aller Zwangsbedin-

gungen und der Bedingung für zeitli
he Stabilität in die Bewegungsglei
hungen

wieder auf die Zwangsbedingung (C.6) mit r = 2 führt.

1

Man kann nun genauso

wie in Abs
hnitt 6.3 argumentieren, dass weitere Nullvektoren der Hesse-Matrix

ni
ht zu weiteren Zwangsbedingungen führen.

1

Die Zwangsbedingungen lassen si
h also genauso bere
hnen wie vorher, nur dass am Ende

zweimal die Bewegungsglei
hung benutzt wird.
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Anhang D

Die elementaren Dira
-Klammern

(3pN)

In diesem Anhang sollen die elementaren Dira
-Klammern des 3pN-Zweiteil
hen-

Systems bestimmt werden. Alle Relationen sind Relationen auf R["℄=["

4

℄.

Zur Bere
hnung der elementaren Dira
-Klammern ist zunä
hst die Poissonklam-

mer-Matrix D der Zwangsbedingungen (7.8) zu bestimmen. Wir teilen sie in

6� 6-Untermatrizen auf:

D =

 

S T

�T

T

U

!

(D.1)
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�;�

= f�

1�

; �

1�
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= "

2

��
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�x
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� "
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��

1�

�x
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(D.2)

T
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= f�
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; !
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��
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��

0�

�x

(1)
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1

m

�

��

1�

�x
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(D.3)

U

�;�

= f!

1�

; !

1�

g

= "

1

m

�

m

�

�

��

0�

�x

�

�

��

0�

�x

�

�

: (D.4)

Nun ist D zu invertieren. Dazu zerlegen wir D in Ordnungen von ":

D =

n

X

s=0

"

s s

D

�1

+O("

n+1

) (D.5)
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Wie man dur
h vollständige Induktion zeigt, ist die inverse Matrix bis zur n-ten

Ordnung dur
h

D

�1

=

 

1+

n

X

s=1

"

s s

N

!

0

D (D.6)

gegeben [3℄.

s

N bere
hnet si
h iterativ aus

s

N = �

0

D

�1 s

D �

s�1

X

r=1

0

D

�1 r�s

D

r

N (D.7)

Wir benötigen D bis zur n + 1-ten Ordnung (n = 2), d. h.

D

�1

=
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3

X
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s s
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) (D.8)

Explizit ergibt si
h
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Wir zerlegen D

�1

nun in Untermatrizen

D

�1

=

 

X Y

�Y

T

Z

!

(D.10)

und berü
ksi
htigen

fx

�

; !

1�

g = O("

0

) (D.11)

fx

�

; �

1�

g = 0 (D.12)

f�

0�

; !

1�

g = O(") (D.13)

f�

0�

; �

1�

g = O("

2

): (D.14)

Aus der De�nition der Dira
-Klammer (3.56) ergibt si
h, dass wir zur Bere
hnung

der elementaren Dira
-Klammern
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Y bis zur Ordnung 1

Z bis zur Ordnung 2

X ni
ht

benötigen. Ausre
hnen ergibt:
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Für die elementaren Dira
-Klammern erhalten wir:
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