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Ziele der Arbeit

Die vorliegende Arbeit wurde angeregt durch einen Artikel von P. Havas und
J. Stachel [1]. In diesem werden néherungsweise explizit Poincaré-invariante re-
lativistische Systeme mit endlich vielen Freiheitsgraden bis zur ersten Ordnung
in Potenzen von C% im Hamiltonformalismus behandelt. Insbesondere werden die
Erzeugenden der Poincaré-Gruppe berechnet. Es wird auf einen spiteren Artikel
verwiesen, in dem spezielle Wechselwirkungen, die eine Wahl der Ortskoordinate
als kanonische Koordinate erlauben, bis zur zweiten Ordnung in C% auf analoge

Weise behandelt werden sollen. Dieser Artikel ist nie erschienen.

Nach [2] enthalten Lagrangefunktionen, die forminvariant unter Poincaré-Trans-

formationen sind und physikalisch relevante Systeme wechselwirkender Teilchen

beschreiben, ab der zweiten Ordnung in C% stets hohere Zeitableitungen q&i),

1 < 7 < n der Ortskoordinaten. Da die hochsten Zeitableitungen in héheren
02L

Ordnungen von C% auftreten, ist die Hesse-Matrix PRI O] auf dem Ring der Po-
o " 04
1

lynome in — nicht invertierbar. Man nennt solche Lagrangefunktionen singulédr

und von hoherer Ordnung (in den Zeitableitungen).

Wir wollen fiir die post-Newtonschen Lagrangefunktion in harmonischer Eichung
und die post-Coulombschen Lagrangefunktionen in Lorentz-Eichung (beide sind
forminvariant unter Poincaré-Transformationen) unter Vernachléssigung dissipa-
tiver Terme den Ubergang zum singulidren Hamiltonformalismus hoherer Ordnung
durchfiithren (vgl. [3]). Die zugehérige symplektische Form auf dem reduzierten
Phasenraum ist in Koordinaten geschrieben die Dirac-Klammer. Es soll gezeigt

werden, dass ab der zweiten Ordnung in C% gilt:

[. Eine Wahl der Ortskoordinate als kanonische Koordinate ist nicht moglich.



Fiir das post-Newtonsche Zweiteilchen-System wollen wir bis zur dritten und fiir
das post-Coulombsche Zweiteilchen-System bis zur zweiten Ordnung in C% zeigen:
I1. Man kann infinitesimale Erzeugende verallgemeinerter kanonischer Transfor-
mationen finden, die eine Darstellung der Poincaré-Algebra beziiglich der Dirac-

Klammer sind.

[TI. Mit der physikalischen Forderung, dass es sich bei diesen um die Erzeugenden
von zeitlicher und rdumlicher Translation, Drehung und spezieller Lorentztrans-
formation handelt (Orts- und Impulskoordinaten also entsprechend transformie-

ren), sind die Erzeugenden eindeutig bestimmit.

Die expliziten Ausdriicke fiir die infinitesimalen Erzeugenden sollen fiir das post-
Newtonsche bzw. post-Coulombsche System bis zur dritten bzw. bis zur zweiten

Ordnung in c% bestimmt werden.



Notation

Allgemeine Bezeichnungen

_ 1
£= 3.

1pN-Néherung: erste post-Newtonsche Niaherung.

2pN-Niherung: zweite post-Newtonsche Naherung.

USw.

1pC-Naherung: erste post-Coulombsche Niaherung.

USw.

fopnyc Funktion f in Newtonscher/Coulombscher Naherung.

fipn/c Funktion f in erster post-Newtonscher/post-Coulombscher Néherung.

USw.

[0y Funktion f bis zur nullten Ordnung in C% berechnet.

f(1) Funktion f bis zur ersten Ordnung in C% berechnet.

Usw.

"f n-te Ordnung (in %) der Funktion f.

"fy n-te Ordnung einer post-Newtoschen Grofe.

"fo n-te Ordnung einer post-Coulombschen Grofe.

Mannigfaltigkeit: endlichdimensionale C'>° Mannigfaltigkeit.
1 1

Ring der Polynome in % modulo Terme in —ir: R[5]/[ =)

Indizes und Metrik

Signatur der Metrik: (—, 4+, +, +).
Lorentz-Metrik: 7,,,.

Metrischer Tensor: g, .

griechische Indizes: n, A\, u, v, p,oc =0,...,3.

lateinische Indizes: a,b Teilchennummern.



lateinische Indizes: 7, j, k = 1,...,3 (gelegentlich wird £ auch anders verwendet).
griechische Indizes: a, 8 bezeichnen ein Paar (a,1).

lateinische Indizes: k, [, m: geht jeweils aus dem Text hervor.

Einheiten und Naturkonstanten

Es wird das cgs-System verwendet.
Lichtgeschwindigkeit: ¢ = 2.99792458 - 10%m s 1.

Newtonsche Gravitationskonstante G' = 6.673... - 107 %cm?®s~2g~1.

Einsteinsche Gravitationskonstante x = 2.076... - 10~%8cm~!s?g~1.

Ableitungen und Differentialoperatoren
Zeitableitungen: Kennzeichnung durch #, &, ... oder (1, 2@ . ..

4 d_z
dt> dt2> "
o(...)

Partielle Ableitungen: (...) ,, Oy, 35
Kovariante Ableitungen: (...),,, V.
Variationsableitung nach ¢(t): %’1').
0, = n"0,0,.

0, = VAV,

oder

Singulédrer Lagrangeformalismus hoherer Ordnung

Koordinaten: ¢,,,m =1,..., f.
Lagrangefunktion: L(q, ¢/, ..., ¢™).
Unabhiingige Variablen des Konfigurationsraumes: g, ¢&, . . ., g™ 1
Dimension des Konfigurationsraumes: 2n - f.
s, - 32L
Hesse-Matrix: Hy,, = W.

Anzahl der Zwangsbedingungen (constraints): K.
Dimension der Zwangsbedingungsfliche: ¢ = 2n - f — K Zwangsbedingungen: C,
(vollsténdiger Satz: w =1,..., K).

!Man beachte die allgemein iibliche Verwendung derselben Bezeichnung fiir die Zeitablei-
tungen des Koordinatenvektors und der entsprechenden Variablen des Konfigurationsraumes.



Rang der Matrix H: rkH .

Singuldrer Hamiltonformalismus héherer Ordnung

Koordinaten: g,,, q,(ﬁ), . q,(ff—l), m=1,...,f.

Ostrogradski-Impulse: oy, . . ., [T;—1ym-

Poisson- oder Ostrogradski-Klammer: {.,.}.

Anzahl der Zwangsbedingungen: K.

Zwangsbedingungen: ®; (vollstindiger Satz: k =1,..., K).

Zwangsbedingungen zweiter Klasse: 7.

Zwangsbedingungsfliche (constraint surface): T

Matrix der Poisson-Klammern der Zwangsbedingungen: Cy; (Teil 1), D,p (Teil
I1).

Dirac-Klammer: {.,.}*.

Kanonisch konjugierte Koordinaten beziiglich {.,.}*: Qu;, P;.
Phasenraumfunktion F', ausgedriickt durch kanonische Koordinaten:

F= F(qm(Q, P), -, Hin-1ym(Q, P)) = F|q(Q,1f),H(g),P)- o

{~F, G}*|q(Q,P),H(Q,P) - {ﬁ’, é}Q,If - Z%L a%Fm af;Gm - aaQ—GmaaTll'

"F' n-te Ordnung der Funktion F'

Eine Gleichheit, die nur auf der Zwangsbedingungsfliche gilt, wird durch ,~*

ausgedriickt.

Infinitesimale Erzeugende

Zeittranslation: H.

RAumliche Translation: P;.

Drehung: J;.

Lorenztransformation: Gj.

Galileitransformation: G gy;.

Infinitesimale Erzeugende (verallgemeinerter) kanonischer Transformationen wer-

den analog bezeichnet.



Grofsen im Zweiteilchensystem

Massen der Punktteilchen: mq, mo.

Gesamtmasse: M = my; + mo.

Ladungen der Punktteilchen: ey, e5.
Ortskoordinatenvektoren: x1, xs.

Abschnitte 1.3.3, 1.4.1, 1.4.2: x;, Xs.
Geschwindigkeitskoordinatenvektoren: ©; = xgl), To = xél).
Beschleunigungskoordinatenvektoren: &, = xf), To = xg).
Gewohnliche Impulskoordinatenvektoren: pq, po
Ostrogradski-Impulskoordinatenvektoren: Iy, ITgo; [Ty, IT15.

Abstand der Punktteilchen r = |7 — x5].

r2—2)
T

1—=22
r

y No1 =

N2 =
Skalarprodukt zweier Vektoren u, v: (uv) = 23:1 U;V;.

Kanonisch konjugierte Koordinaten beziiglich {.,.}*: Qu;, P;-
Vektoren dieser Koordinaten: @Q),, P,.

{F, G}*|q(Q,P),H(Q,P) = {F, G}Q,P - 23:1 Z?:1 %% - a%ii aa;:i-
Lagrangesche Zwangsbedingungen:

—mazy) + 37 e By (z, 2®) = O(3) oder O(e), r=2,3
(Nédheres in Abschnitt 6.2).

Hamiltonsche Zwangsbedingungen zweiter Klasse: win = Wa, X1a = Xa-

Matrix der Poisson-Klammern der Zwangsbedingungen: Dg.
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Theoretische Grundlagen
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Kapitel 1

Post-Newtonsche und
post-Coulombsche

Langrangefunktionen

1.1 Motivation

1.1.1 Dynamik in der Allgemeinen Relativitatstheorie

In der Allgemeinen Relativitdtstheorie wird ein Kérper durch einen verbundenen
Teil der Raumzeit mit nicht verschwindendem Energie-Impuls-Tensor représen-
tiert [4, S.484|. Beschéftigt man sich mit der Bewegung und Gravitationswellen-
abstrahlung von astrophysikalischen Objekten, werden diese Korper als rdéumlich
kompakte! zeitartige ,Weltrohren“ modelliert. Fiir die meisten so modellierten
physikalisch relevanten Fille sind aber keine exakten Losungen der Einstein-
Gleichung bekannt.

Einen moglichen Ausweg bietet die post-Newtonsche Naherung: Mit ihr ist es
moglich, durch Niherung der Einstein-Gleichung im Fall schwacher Felder und
kleiner Geschwindigkeiten Mehrkoérperprobleme in einer Art zu behandeln, die
sich stark an die Newtonsche Mechanik anlehnt: Die Kérper konnen als Massen-
punkte, genauer als Massenmonopole (beziiglich des Ruhesystems des einzelnen
Korpers) beschrieben werden. Dies ist fiir Zweikorper-Systeme bis zur 3. post-

Newtonschen Ordnung (tatséchlich sogar bis 3.5pN) explizit durchgefiihrt wor-

!Der Schnitt des Triigers mit raumartigen Hyperflichen ist kompakt.
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den. Man kann bis zu dieser Ordnung zeigen, dass auch kompakte Objekte mit
starker Selbstgravitation (Neutronensterne, Schwarze Locher) so beschrieben wer-
den konnen, sofern die Abstande zwischen ihnen grofs genug sind|5, S.80ff],|6]. Fiir
die Massenpunkte werden im Rahmen der Ndherung Bewegungsgleichungen ge-
funden, die die Beschleunigungen explizit als Funktionen von Ort und Geschwin-
digkeit angeben.

Ab 2.5pN setzt die Riickwirkung der Abstrahlung von Gravitationswellen ein.
Die Gravitationswellen, die von Bindrsystemen kompakter Objekte abgestrahlt
werden, sollten von den im Bau befindlichen Gravitationswelleninterferometern
(Geo600, LIGO, VIRGO,...) detektierbar sein, wodurch die Berechnung von Bewe-
gungsgleichungen in hoherer post-Newtonscher Ordnung zuséitzlich an Relevanz
gewinnt.

Ab 4pN beginnt ein als Riickstreuung (back-scattering) bekannter Effekt: Abge-
strahlte Gravitationswellen erzeugen neue Gravitationswellen, die wiederum die
Quelle beeinflussen. Die Berechnung einer 4pN-Approximation der Einsteinschen
Feldgleichung wird dadurch erheblich erschwert. Vollstindig bekannt sind die Ap-

proximationen bis 3.5pN fiir zwei Punktquellen.

1.1.2 Hamilton-Formalismus in der Elektrodynamik

In der Elektrodynamik hingen die Krafte an einem bestimmten Punkt aufgrund
der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen Felder vom
Bewegungszustand der Quellen zu einer fritheren (retardierten) Zeit ab. Die iib-
lichen Lagrange- und Hamiltonfunktionen hingen aber nur vom momentanen
Bewegungszustand ab (Annahme einer direkten Wechselwirkung). Diese gewisse
Unvertraglichkeit der Hamiltonschen Formulierung mit der Lorentzinvarianz ei-
ner Theorie, die ja stets eine Retardierung nach sich zieht, manifestiert sich in
dem folgenden von H. Leutwyler bewiesenen Satz [7], vgl. auch [8], [9]:

Fiir lorentzinvariante Systeme mit endlich vielen Freiheitsgraden (n-Teilchen-
Systeme) gilt das no-interaction-Theorem: Es seien die Ortskoordinaten ¢; und
entsprechende Impulse p; kanonische Koordinaten und H, P;, J; und G; die Er-
zeugenden der Poincare-Gruppe beziiglich der Poisson-Klammer {.,.}. Ist die
Hamiltonfunktion lorentzinvariant, so verschwindet die Beschleunigung aller Teil-
chen. Es handelt sich also stets um eine freie Theorie.

Fiir eine Lagrangefunktion kausal wechselwirkender Teilchen mit endlich vielen

13



Freiheitsgraden folgt aus exakter Poincaré-Invarianz, dass sie von unendlicher
Ordnung sein muss, also zeitliche Ableitungen ¢(™(¢) mit beliebig hohem n auf-
treten [10]. Aus mathematischer Sicht sind solche Lagrangefunktionen problema-
tisch, da Konvergenz und damit Wohldefiniertheit des Ausdrucks nicht gesichert
sind [11].

Durch entsprechende Wahl von Randbedingungen? kann man erreichen, dass ein
System zweier geladener Teilchen zu keiner Zeit Energie emittiert (Feynman-
Wheeler-Elektrodynamik) [12]. Das System ist dann konservativ und man kann ei-
ne nicht explizit zeitabhingige Lagrangefunktion als Entwicklung in ¢~ aufschrei-
ben. Durch Vernachldssigen hoherer Terme gelangt man zur post-Coulombschen
Néherung [13].

Mit Hilfe dieser Entwicklung gelingt es auf einfache Weise, relativistische Korrek-
turen in die Lagrange-Funktion der Wechselwirkung geladener Teilchen einzubrin-
gen. Bekanntestes Beispiel ist die Darwin-(1pC-)Lagrangefunktion. Die Quanti-
sierung bereitet keinerlei Probleme und fithrt zur Breit-Gleichung und damit zur
Erklarung der Feinstruktur-Aufspaltung beim Wasserstoff-Atom|14].

Bei der 1.5ten post-Coulombschen-Ordnung (1.5pC) setzen iiblicherweise Verluste
durch Dipolstrahlung ein [15, S. 209]. Bei Annahme von e;/m; = e;j/m; (z.B.
stofende Protonen oder entsprechende Atomkerne) treten Strahlungs-Verluste
aber erst bei 2.5pC auf [16],[15]. Physikalisch sinnvoll ist die Verwendung der
Feynman-Wheeler-Elektrodynamik also nur bis 2.5pC.

1.2 Eichungen in Allgemeiner Relativititstheorie

und Elektrodynamik

1.2.1 Unterbestimmtheit von g,,

Die Bestimmungsgleichung fiir die Grundgréfe der Gravitationstheorie, das me-

trische Feld g,,, ist die Einstein-Gleichung

G,ul/ = ’/V'T,uu (11)

2 Allerdings sind diese Randbedingungen nicht physikalisch.
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mit
B 81G

4

K (1.2)

c
und dem Einstein-Tensor .
G,ul/ = R,uu - ERg;u/- (13)

Neben den algebraischen Symmetrieeigenschaften des Riemannschen Kriimmungs-
tensors R% , (die die Anzahl der méglichen unabhéingigen Komponenten auf 20
einschrinken), gibt es auch eine differentielle Symmetrie (die die relativen Werte
der Tensorkomponenten an verschiedenen Punkten einschrinkt). Threr Wichtig-
keit wegen triigt sie einen eigenen Namen, Bianchi-Identitit (z. B. [17, S. 81], [18,
S. 146]):

Rpg[w,;)\] = 0. (1.4)

Dabei bedeutet [...], dass iiber die geraden Permutationen der eingeschlossenen
Indizes summiert wird. Fiir den Ricci-Tensor R, = Rf ,, bzw. den Einstein-

Tensor lasst sich damit die reduzierte Bianchi-Identitat

vip

1
(R, = SR =GP,y =0 (1.5)

ableiten. Damit ist einerseits (via Einsteingleichung) die Energie-und Impulserhal-
tung (1", = 0) in der gekriimmten Raumzeit gesichert, andererseits impliziert
die Eigenschaft (1.5) von G*,, dass nur sechs der zehn algebraisch unabhéngi-
gen Gleichungen (1.1) wirklich unabhéngig sind. Fiir die zehn Freiheitsgrade des
metrischen Tensors g, stehen also nur sechs Bestimmungsgleichungen zur Ver-
fiigung, die Einsteingleichung bestimmt nur Aquivalenzklassen von metrischen
Feldern.

Die verbliebenen Freiheitsgrade gewahrleisten die Freiheit der Koordinatenwahl.
Erfiillt eine Metrik ¢ die Einsteingleichung, so gilt dies in jedem Koordinatensy-
stem. Die Einsteingleichung ist gegeniiber Koordinatentransformationen formin-

variant: Erfiillen g,, und g,/

Ozt Ox¥

uv = aZII”I axyl Guv,

(1.6)

so gehen sie in der gleichen funktionalen Form in die Einsteingleichung ein. Tat-
sichlich besitzt g damit genau vier Freiheitsgerade: Man kann vier Komponenten

von g,s,» beliebig wiithlen und Gleichung (1.6) als Differentialgleichung fiir z# (27)

15



auffassen. Damit erhédlt man ein Koordinatensystem, in dem ¢ die gewiinschten
vier Komponentenfunktionen besitzt.

Da ein Diffeomorphismus ®, der den Riemannschen Raum auf sich abbildet, lokal
als einfacher Karten- oder Koordinatensystemwechsel interpretiert werden kann,
resultiert aus der lokalen Freiheit der Wahl des Koordinatensystems eine globale

Eichinvarianz unter der Diffeomorphismengruppe des Riemannschen Raums.

1.2.2 Die harmonische Eichung

Die vier verbliebenen Freiheitsgrade des metrischen Tensors konnen durch Eichbe-
dingungen fixiert werden. Das ist gleichbedeutend mit der Wahl eines bestimm-
ten Koordinatensystems. Haufig ldsst sich die Losung der Feldgleichungen mit
einer dem Problem angepassten Wahl stark vereinfachen. Die in der vorliegenden
Arbeit verwendeten post-Newtonschen Groéfsen sind durchgehend in der harmo-

nischen (oder de Donder-) Eichung gegeben. Die Eichbedingungen sind:
9T, =0 = (V=99"), =0 (1.7)
Diese (nicht kovarianten) Bedingungen sind dquivalent zu
Ogz* =0 (1.8)

mit dem kovarianten d’Alembertoperator U, = V#V,: Da z* nicht die Kompo-
nenten eines Vektorfeldes sind, sondern lediglich vier reelle Funktionen (skalare

Felder), folgt 2# , = 2# , und damit

0 = Oyz* (1.9)
= gpaapagxu_gpal-\zga)\xﬂ (1_10)
= —g"I" . 1.11

po

Um zu zeigen, dass diese Eichung zuginglich ist (dass also immer ein Représen-
tant der Eichbedingung geniigt), transformiert man g“”F;}V in ein Koordinaten-
system 2* , in dem die Bedingung (1.7) erfiillt sein soll. Nach Verjiingen mit ¢*’

und Einsetzen von (1.7) in gestrichenen Koordinaten ergibt sich eine partielle

16



Differentialgleichung zweiter Ordnung [18, S.162]

’

Ot Oxt
pe = P 1.12

T e e (1.12)

aus der im Prinzip immer entsprechende Koordinaten z* (z®) ermittelt werden

konnen. Eine affin-lineare Koordinatentransformation
ot — ot = A“!;a;“ +a” (1.13)

respektiert die Eichung, wie man mit der Form (1.8) der Eichbedingung leicht
sieht: [ ist unter der Diffeomorphismengruppe des Riemannschen Raumes inva-
riant (also insbesondere unter (1.13)) und als Ableitungsoperator auch linear, so
dass mit (1.8) auch Oz = 0 gilt.

Andere in der post-Newtonschen Niherung verwendete Eichungen sind die ADM-
Eichung [19, S.227ff] oder die Standard-post-Newtonsche-Eichung [4, S. 272f]

1.2.3 Unterbestimmtheit von A*

Eine analoge Situation findet sich in der Elektrodynamik (und in anderen Eich-
theorien). Die Grundgrofe der Elektrodynamik ist, wie uns die Quantenmechanik
lehrt (Aharanov-Bohm-Effekt, Quantisierung des magnetischen Flusses), nicht
der elektromagnetische Feldtensor F),,, sondern das Viererpotential A*. In den
Feldgleichungen (z. B. |20, S. 150], |21, S. 644))

47 .

O F" = —j" (1.14)
c
O, F™ =0 (1.15)
mit dem dualen Feldtensor
1
v = 55“””"}7[,0 (1.16)
erscheint A* nur als
F* = gt AY — oV A*, (1.17)
Die Eichtransformation
AP — A = AP 4+ 9"y (1.18)
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geht also in die Feldgleichungen gar nicht ein. Damit bestimmen die Maxwell-
gleichungen nur A* modulo einer Eichtransformation, also eine Aquivalenzklasse
von Viererpotentialen. Alle physikalischen Aussagen sind dabei unabhingig von
der Wahl des Reprisentanten, d. h. des speziellen A*. Das Analogon zur allge-
meinen Kovarianz der Einstein-Gleichung ist also nicht die Lorentzinvarianz der

Maxwell-Gleichungen sondern die Eichinvarianz unter (1.18).

1.2.4 Die Lorentz-Eichung

Bekannte Eichbedingungen in der Elektrodynamik sind die Coulombeichung 9; A* =

0 und die lorentzkovariante Lorentz-Eichung?
0,A" =0 (1.19)

in der die post-Coulombsche Lagrangefunktion angegeben wird. Auch diese Ei-
chung ist zuginglich, wie man leicht zeigt: Wir haben ein x zu wéahlen, so dass

fiir A" (1.19) gilt. Fiir x ergibt sich daraus die Differentialgleichung

0 = §,A" (1.20)
= 9,A" +0,x, (1.21)

mit dem flachen d’Alembertoperator [, = n*¥0,0,. Ein solches x lésst sich fiir
hinreichend glattes A stets finden, die offensichtlich vorhandene Resteichfreiheit

erlaubt noch eine zusatzliche beschrinkte Eichtransformation
X— X =x+A (1.22)

mit einer Losung der homogenen Wellengleichung [, A = 0. Reduziert man die
inhomogenen Maxwellgleichungen (1.14) mit Hilfe der Lorentz-Eichung, nehmen

sie die Form einer inhomogenen Wellengleichung

4
O, AP = — =" jn (1.23)
C

3Gelegentlich findet man auch die Bezeichnung Lorenz-Eichung (nach ihrem Entdecker, L.
V. Lorenz) [21, S. 279].
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an. (Die homogenen Maxwellgleichungen sind wegen der Antisymmetrie des e-
Pseudotensors und (1.17) fiir beliebiges A* identisch erfiillt.)

1.3 Ableitung der post-Newtonschen Lagrangefunk-

tion

1.3.1 Hadamard-Regularisierung

Ab der 1pN-Niherung [18, S. 212|, [4, S. 266, S. 566] ist die Regularisierung der
in den post-Newtonschen Nédherungen auftretenden Terme nicht mehr evident.
Insbesondere bei punktférmigen Quellen ergeben sich komplizierte Divergenzen
der Integrale. Um diesen Integralen dennoch einen Sinn zu geben, wendet man
die Hadamardsche Regularisierungsmethode [22], [23], [24] an*:

Es sei eine Funktion F(z) auf dem R3 gegeben, die an endlich vielen Punkten
singuldr und sonst C'*° ist. An den singuldren Punkten ¢ lasse sie eine potenzrei-

hendhnliche Entwicklung zu:

VneN, F(z)= Z Tofaa(m) +o(r") (1.24)

ap<a<n

Dabei sind die Exponenten a reell, diskret und durch ay nach unten beschriankt.
Dann ist der Hadamardsche ,,partie finie* der ,endliche Teil“ bei einem beliebigen
Punkt p durch

(F)y = [ G2 bratm) (1.25)

gegeben. Bei nichtsingulidren Punkten reduziert sich das offensichtlich auf f(p).

Mit Hilfe dieser Definition ist es auch moglich, divergenten Integralen einen Wert
zuzuweisen. Dazu nimmt man an, dass die Funktion F(z) iiber R® integrierbar
ist, wenn man kleine Kugeln mit Mittelpunkt an den Singularitdten ausnimmt.
Die ,gefahrlichen” Teile der Funktion mit Exponenten ¢ < —3 werden dann im
Integranden so abgezogen, dass man am Ende den Radius der Kugeln gegen null
gehen lassen kann, ohne dass das Integral divergiert. So wird der Term mit a = —3

beim Punkt ¢ durch Addition von 47 In(s/s,)(ri '), neutralisiert (mit beliebigem

4 Allerdings ist diese Methode nicht ganz zufriedenstellend, da unbestimmte Terme verblei-
ben. Eine vollstindige Bestimmung gelingt mit dimensionaler Regularisierung [25], [26].
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sq). Auf diese Weise erhidlt man ein wohldefiniertes Integral [24], [23],
Pf / d’x F. (1.26)

Die temperierten Distributionen, die auf dem Raum der Testfunktionen C{° er-
klart sind, kann man mit Hilfe der vorangegangenen Definitionen auf den Raum
der Funktionen F(x) erweitern. So ist eine natiirliche Erweiterung der Delta-

Distribution zu einer sog. ,Pseudofunktion” Pfé, durch
Pf/d3x 6, F = (F), (1.27)

gegeben. Wie fiir die Distributionen kann man fiir solche Pseudofunktionen auch
eine Ableitung definieren.

Die Hadamard-Regularisierung wird auf einem 3-dimensionalen euklidischen Raum
angewendet, der als raumartige Hyperfliche des vierdimensionalen Riemannschen
Raumes mit konstantem z° angesehen werden kann. Solch eine Wahl zeichnet aber
ein Koordinatensystem aus, so dass die Poincaré-Invarianz der harmonischen Ei-
chung und des Ansatzes (1.33) (siehe unten) nicht erhalten bleibt. Abhilfe schafft
eine Modifikation, die im wesentlichen daraus besteht, dass man die Hadamard-
Regularisierung im momentanen Ruhesystem des jeweiligen Teilchens (das durch
eine Lorentztransformation erreicht werden kann) durchfithrt und danach durch
die inverse Lorentztransformation wieder ins urspriingliche System zuriickkehrt.
Die durch diese Lorentz-Regularisierung gewonnenen Funktionswerte bezeichnet
man mit eckigen Klammern, [F],, die Entsprechung zu Pf§, mit Pf A,,. Da nun die
Regularisierungsvorschrift fiir alle Koordinatensysteme, die durch Lorentztrans-
formationen auseinander hervorgehen, identisch ist, bleibt die Lorentzinvarianz
erhalten [24] .

1.3.2 Das Problem der Quellen

Die Quelle des Gravitationsfeldes ist der Energie-Impulstensor 7#”.  Dieser |...|
umfakt alle physikalischen Anteile, die im Sinne der Feldgleichungen gravitierend
wirken.“ [27, S. 384]. Darunter fallen nicht allein die Massendichte (wie in der
Newtonschen Feldgleichung), sondern auch der Impuls und der Impulsstrom der

Materie, der Druck und Energieformen wie Wérme- oder Strahlungsenergie. Ein
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haufig fiir astrophysikalische Probleme verwendetes Modell ist das der neutralen,

kalten, idealen Fliissigkeit. Eine solche besitzt den Energie-Impulstensor

U U
Tap = puatp + p(gas + 75) (1.28)
mit der Vierergeschwindigkeit u® = %, der Ruhemassendichte p (Ruheenergie-

dichte/c?) und dem Druck p, sowie einer Zustandsgleichung p = p(p), die die
Beziehung von Druck und Ruheenergiedichte angibt |4, S. 168, |27, S. 428|. Fiir
die post-Newtonsche Naherung ist es interessant zu priifen, welcher Ordnung in
¢? die einzelnen Komponenten sind. Es liegt nahe anzunehmen, dass fiir kleine

Geschwindigkeiten und Massen p und p von der Ordnung ¢® (oder kleiner) sind.

Dann ergibt sich wegen der Annahme kleiner Geschwindigkeiten und u®u, = —c?:
Too = O(c?) (1.29)
Toi = O(ch) (1.30)
T;; = O(cY). (1.31)

Energie-Impulstensoren mit einer solchen Dimensionierung bezeichnet man als
,weakly stressed”.

In der Newtonschen Gravitationsphysik ist das Finden von Losungen fiir Systeme
ausgedehnter Korper in vielen Féllen aus folgenden Griinden maglich |5, S. 63]:

a) Das Gravitationsfeld ist als Funktion der Massenverteilung linear, deshalb
konnen die Beitrége einzelner Teilchen (oder Volumenelemente) unterschie-
den und das Eigenfeld getrennt vom &uferen Feld betrachtet werden.

b) Krifte im Innern von Koérpern heben sich aufgrund des Prinzips von ac-
tio=reactio auf. Dies erlaubt die Definition eines Schwerpunktes und die
Vernachlédssigung des Eigenfeldes bei der Bewegung.

¢) Das Feld sphérisch symmetrischer Massenverteilungen hat im Aufenraum
stets dieselbe Struktur, egal wie die radiale Verteilung explizit aussieht.

In groferer Entfernung bleibt also praktisch nur noch die Masse und die zentra-
le Weltlinie eines ndherungsweise kugelsymmetrischen Korpers sichtbar (,, Aus-
loschungsprinzip” (effacement-principle) oder plakativer ,Grinsekatzen-Prinzip®
- das zuriickbleibende ,Grinsen® entspricht der Masse [5, S. 86f]), eine Rotation
kann durch Einfiihrung eines Spins beriicksichtigt werden. Man kann daher solche

Korper gut durch einen Massenpunkt gleicher Masse auf der zentralen Weltlinie
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ersetzen.

Bekanntlich hingt auch die dufere Schwarzschild-Losung der Einstein-Gleichung
nur von einem Parameter M, der asymptotisch mit der Newtonschen Masse
des Korpers iibereinstimmt, ab und nicht von der radialen Massenverteilung.
Da die Einstein-Theorie nichtlinear ist, konnen daraus aber keine Schliisse auf
das allgemeine Verhalten von zwei oder n-Korperproblemen mit Koérpern ver-
gleichbarer Massen gezogen werden. Tatsdchlich liefert die post-Newtonsche Ent-
wicklung des Zwei-Korper-Problems Hinweise darauf, dass die Bewegung zweier
Korper vergleichbarer Massen keine Ahnlichkeit mit der eines Testteilchens im
Schwarzschild-Feld besitzt [28]. Zusétzlich wirkt sich das Eigenfeld und die inne-
re Struktur auf das dufsere Feld aus.

In der Allgemeinen Relativitdtstheorie ist auch das Modellieren von massiven
punktformigen Quellen der Gravitation eigentlich nicht moglich. Die Ausdeh-
nung eines solchen Teilchens ist selbstverstédndlich kleiner als sein Schwarzschild-
Radius, weshalb die Dynamik schnell in einer Singularitit enden wiirde.

Es stellt sich aber die Frage, inwieweit das Ausloschungsprinzip in der post-
Newtonschen Ndherung iiber die 0-te Ndherung hinaus gilt. Dazu gibt T. Damour
in [5, S.80| eine physikalische Begriindung, die als ,, Dominante Schwarzschild Be-
dingung” bekannt ist. Das Ausloschungsprinzip gilt damit mindestens bis zur 2.5.
post-Newtonschen Ordnung. Indirekt wird mit einer kiirzlich erschienenen Arbeit
von Y. Itoh [6] gezeigt, dass dies sogar bis 3pN der Fall ist, indem in einer fiir
kompakte Objekte giiltigen Naherung dieselbe 3pN-Bewegungsgleichung abgelei-
tet wird, wie sie P. Jaranowski, G. Schifer [29], L. Blanchet, G. Faye [23] und
vollstdndig T. Damour, P. Jaranowski, G. Schéfer [25], L. Blanchet, T. Damour,
G. Esposito-Farese |26 erhalten haben.

Dies erlaubt es, bis 3pN statt Energie-Impulstensoren fiir ausgedehnte Massen-
dichteverteilungen (fiir die die auftretenden Integrale oft nicht geschlossen losbar
wiren) punktformige Massenverteilungen anzunehmen, die in den Integralen als
0-Pseudofunktionen erscheinen und eine Losung der Integrale erlauben. Daher
wird bei der Ableitung der Bewegungsgleichungen in 3pN von L. Blanchet und

G. Faye [23] in harmonischer Eichung der lorentzinvariante Energie-Impulstensor

vt? Ay
T, =mc—————Pf (—) +1e2 1.32
particle 1 — [gpa] lvaf \/g ( )
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(mit der Koordinatengeschwindigkeit v* = %) benutzt, der eine entsprechende

Verallgemeinerung des Konzepts der Punktmasse darstellt [24]| (Eine etwas andere

Verallgemeinerung benutzen G. Schéfer und P. Jaranowski [29]).

1.3.3 post-Newtonsche Approximation der Einstein-Glei-

chung

Wie bereits erwéhnt (vgl. 1.1.1) sind post-Newtonsche- und post-Minkowskische
Néaherung urspriinglich Naherungen fiir schwache Gravitationsfelder. Man geht
davon aus, dass die gotische Metrik (Dichte des metrischen Tensors) g = /—gg"”
(oder auch die Metrik selbst) im wesentlichen die Minkowsi-Metrik mit einer klei-
nen Korrektur |h*| < 1 ist:

g ="+ (1.33)
Die harmonische Eichung lautet dann
o,g" =0, =0 (1.34)

und die Einsteinsche Feldgleichung lasst sich als

167G

ct

O, h" = (—g)TH + AM (1.35)

schreiben [23] ,[30][27, S.383|. Dabei ist

_ 167G

A
ct

(—g)t"™ + 0,h" 9, h"" — h*" 9,0, hH" (1.36)

und 7, der Landau-Lifschitz-Energie-Impuls-Pseudotensor [15, S. 336], A" ent-
hélt also nur Terme, die zumindest quadratisch in A*” sind.

Fiir entsprechend schwache Gravitationfelder erwarten wir dann auch, dass das
Virialtheorem

—_—t 1=t
Erin = §Epot (137)

der Newtonschen Gravitationstheorie fiir die iiber die Zeit gemittelte kinetische

Energie Epott und die iiber die Zeit gemittelte potentielle Energie Ekint nahe-

rungsweise erfiillt ist. Damit kann man fiir die Gréfenordnungen von typischen
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Geschwindigkeiten v, Massen m und Abstdnden 7

72 e Gm
=)l=|l—=|=|— 1 1.38
(5)=(%)=(7)< 139
folgern |18, S.212|, |4, S.266]. (Eine genauere Darstellung, die zwischen inneren
und dufseren Makstdben trennt, findet sich in [31, S. 149].)
Es scheint also sinnvoll, die Stérung zusétzlich (formal) nach & = % zu entwickeln,
Nimmt man als Randbedingung an, dass vor Einschalten einer Quelle keine Strah-

lung existiert (salopper ausgedriickt: dass keine Strahlung einfillt), so ist die Lo-

sung einer Wellengleichung durch das retardierte Integral

st = [P (i B )

—4r |x — x| c

bzw. (nach Ausfithren der Zeitintegration) durch

x—x]
B! | <X’,t - )
O f(x,t) = 1.4
W,retf( ) ) / 47 |x X’| ( 0)

gegeben. (Zur besseren Unterscheidung von Vierervektoren werden Dreiervekto-
ren in diesem und im folgenden Abschnitt fett gedruckt.) Damit kann (1.35) als

nyo__ -1
h - Dn,ret

[IGWG

4 (g A’“’] (1.41)

geschrieben werden. Diese Form erlaubt eine iterative Berechnung der hoheren
post-Newtonschen Approximationen, die mit Hilfe der in Abschnitt 1.3.1 be-
schriebenen Hadamard-Regularisierung bei Verwendung der Punktquelle (1.32)
tatsichlich geschlossen durchfiihrbar ist. Die Bewegungsgleichungen konnen dann

aus der Erhaltung des metrischen Tensors
™, =0 (1.42)

gewonnen werden |23].
Der konservative Anteil der Bewegungsgleichungen erlaubt eine Lagrangesche For-
mulierung, die zugehorige Lagrangefunktion kann durch die Methode der unbe-

stimmten Koeffizienten (siehe unten) gewonnen werden |32.
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Die so ermittelte Lagrangefunktion fiir 3pN enthélt noch einen unbekannten Ko-
effizienten. Die vollstdndige Lagrangefunktion kann mit Hilfe der dimensionalen
Regularisierung |25] und einer anderen Methode gewonnen werden, die ADM- an-
statt der harmonischen Koordinaten benutzt: P. Jaranowski und G. Schifer [29]
gehen von einem Routh-Funktional fiir Feld und Materie aus (R[g,p, Ay, huy])
und gewinnen durch Eliminieren der Feldvariablen eine Hamilton-Funktion ho-
herer Ordnung fiir die Teilchen. Die dissipativen 2.5pN-Terme tauchen dabei als
explizit zeitabhingige Terme auf. Die Umrechnung von ADM- auf harmonische
Koordinaten erfolgt durch eine Kontakttransformation [33]. In einem kiirzlich er-
schienenen Artikel von L. Blanchet, T. Damour, G. Esposito-Farese [26] wird
die volle Bewegungsgleichung mit dimensionaler Regularisierung in harmonischer

Eichung abgeleitet.

1.4 Ableitung der post-Coulombschen Lagrange-

funktion

1.4.1 Die Liénard-Wiechertschen Potentiale

Wie schon erwihnt (Abschnitt 1.2.4) fiihren die Maxwellgleichungen in Lorentz-
Eichung auf eine Wellengleichung fiir A* (1.23), vgl. auch (1.35). Nimmt man als
Randbedingung an, dass keine Strahlung einfillt, so ergeben sich die Losungen
wieder duch das retardierte Integral (1.39). Damit kann eine Losung von (1.23)

aufgeschrieben werden:

1 i (x! 1 o
Ar(x,t) = —/d3x'dt’w5<t/ _ <t B |x — x |>>
C |X _XI| c
: 1.43
1 J* (X’,t "‘j") (1.43)
— _/d3x/

In der Elektrodynamik kann man ausgedehnte Quellen durch punktférmige (even-
tuell mit Spin) approximieren. (Die Eigenschaften a) und c¢) des Newtonschen
Gravitationsfeldes im Abschnitt 1.3.2 gelten ja auch hier.) Ein solcher Punkt mit
Ladung e besitzt eine Viererstromdichte [21, S. 764|

g (x,t) = evf (t)0(x — xo(1)) (1.44)
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ot — dzt 1
mit v* = i =y

Benutzung von

b= %%. Setzt man dies in (1.43) ein so erhédlt man unter

g(t')

[atattisisien - | 2 /dt,]m,)o (1.45)

(fiir einfache Nullstellen von f) die Liénard-Wiechertschen Potentiale:

'Uu(tret)
Al (z%) =e 1.46
t( ) ’UO‘(tret)[.’L‘a — Toa (tret)] ( )
mit der retardierten Zeit
x = x|
tret =t — . (1.47)
c

Die avancierten Potentiale zur Randbedingung, dass keine Strahlung ausfillt (ge-
nauer: dass nach Abschalten der Quelle bzw. Senke keine Strahlung iibrigbleibt),
haben eine vollkommen analoge Form, nur dass statt ¢,,; in (1.46) die avancierte

Zeit,
x — x|

too =1+ (1.48)

Cc

einzusetzen ist.

1.4.2 Die post-Coulombschen Bewegungsgleichungen

Die retardierten und avancierten Potentiale kénnen nun in eine Taylorreihe um ¢

entwickelt werden. Am einfachsten ist es, dafiir wieder von A, (1.43) auszugehen:

1 d3x’

=1 /o\" ., , Ix —x'|\"
S22 N2 (2 e _
c) |x—x| nz% n! <8t> JHE D) < c ) ' (1.49)

Die Integration kann man wegen des kompakten Trégers des Integranden (unter

AN

ret

(x,t) =

Annahme hinreichender Konvergenz der Reihe) mit einer Punktladung (1.44)

ausfithren und erhélt:
1% € - 1 8 " 14 n—1
Aoty =53 (=5 ) @@ (150)

Dies ist im Prinzip eine zu (1.46) vollig dquivalente Darstellung [11].

Fiir die avancierten Potentiale erhélt man denselben Ausdruck nur ohne ,,—* vor
der partiellen Zeitableitung.
Durch Addition des halben A’

ret

(x,t) und A¥ (z,t) ergibt sich ein Potential, das
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nur noch gerade Potenzen der Zeitableitungen enthélt:

2n
v =SS g (<) o x@) @)
Dieses Potential ist zeitumkehrsymmetrisch und lasst konservative Bewegungs-
gleichungen zu (erfiillt aber weder die Randbedingung, dass keine Strahlung
einfillt, noch die, dass keine Strahlung ausfillt).> Fiir ein zwei-Teilchen-System
mit diesen Randbedingungen treten keine Riickwirkungseffekte (Strahlungsdamp-
fung) auf. Das zweite Teilchen absorbiert genau die Strahlung, die das erste Teil-
chen aufgrund seiner Beschleunigung emmitiert und umgekehrt, das Feld hat nur
eine vermittelnde Funktion. Die Kraft, die ein Teilchen erfahrt, ist damit die Lor-
entzkraft hervorgerufen durch das Feld des anderen Teilchens [11],[12],[13]. Daher

kann als Lagrangefunktion eines Teilchens bis in beliebige Ordnung

x2\? e
Ly(x,%,t) = (1 — §> + EUHA“ (1.52)
mit v* = (¢, X) benutzt werden [20, S. 227|, [21, S. 670ff]. Betrachten wir zunéchst
die Wirkung auf das Teilchen 1: Das Potential werde von einem Teilchen mit
Ladung e; am Ort x, erzeugt und wirke auf ein Teilchen mit Ladung e; am
Ort x;. Das erzeugte Potential wird als dufseres Potential angesehen. Die explizit

zeitabhangige Lagrangefunktion fiir das Teilchen 1 erhélt man durch Einsetzen
von (1.51) in (1.52) [11]:

e e (1R
Ll(Xl,Xl,t) = —myc - —

~aa Y oot (1= 5 o) 0

Dabei ist D, eine Zeitableitung, die nur die Zeitabhingigkeit von xo(t), X2(%),

usw. beriicksichtigt®, aber nicht auf x; wirkt, also

de
1.54
Z dt 83; (1.54)

5Die Differenz der retardierten und der avancierten Greensfunktion beriicksichtigt dagegen
nur die nichtkonservativen Anteile. Man bezeichnet sie als Strahlungsfelder [21, S. 711].

6An dieser Stelle kénnte man auch noch Dy = £ schreiben.
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(f™ bezeichnet stets die n-te Zeitableitung von f(t)).

Ein analoger Ausdruck ergibt sich fiir das Teilchen 2 im Feld des Teilchens 1.
Man kann nun aufgrund des quadratischen Aufretens der Zeitableitungen (Zeit-
umkehrsymmetrie!) folgern, dass es sich um ein konservatives System handelt
und eine Lagrangefunktion suchen, die die Bewegung beider Teilchen beschreibt,
sich aber, wenn man die Bewegung des einen Teilchens als gegeben und explizit
zeitabhéngig ansieht, auf (1.53) zuziiglich eines unwichtigen rein zeitabhéngigen
Summanden reduziert. Dazu beachtet man zunéchst: d/dt = D;+ Ds. Man erhélt:

d

_ . d
D3P =D3? 1(% — D,) =Dy 2(%D2 —DiD,) =...

=(—1)?(D1D5)? + totale Zeitableitungen

(1.55)

Damit kann (eigentlich nur fiir eine endliche Summe {iber n) eine zu (1.53) dqui-

valente Lagrangefunktion

%2 2
.. 9 1
Ll(X17X17X17 7t) = —myc < - _>

— €169 Z ( 1 (_D1D2)n <1 N 5(1 : };2(t)> (|X1 . XZ(t)DQn—l (156)

2n)! c

aufgeschrieben werden. Dies ist prinzipiell eine Lagrangefunktion héherer Ord-
nung. Der Ausdruck ist aber nur fiir endlich viele Glieder mathematisch wohl-
definiert, im Falle einer unendlichen Summe iiber n erhalten wir einen Ausdruck
dessen Konvergenzverhalten unklar ist. Sieht man dariiber hinweg, kann man

ausgehend von (1.56) eine Lagrangefunktion fiir beide Teilchen aufstellen [11]:

1 1
X X
o _ 2 1 2 2
L(x1,X3,X1,X2,...) = —myC <1 — —) — Mmaye (1 — —>

c? 2
1 (=D;Dy)" X; - X e
— €163 Z (277,)' ( C;” 2) (1 B 162 2) (|X1 - X2|)2 L (1-57)

Eine Beschreibung physikalischer Systeme ist mit diesem Formalismus (wie schon
in 1.1.2 erwithnt) moglich, wenn die Entwicklung nach Termen in ¢ = 1/¢? (1pC)
bzw. im Falle e; /m; = ey/msy nach Termen in ¢ = 1/¢* (2pC) abgebrochen wird.

Die Dipolabstrahlung ist proportional zu 1/¢® (1.5pC), tritt also in 1pC-Niiherung
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noch nicht auf und ist im Falle e; /m; = ey/m fiir kleine Geschwindigkeiten” un-
terdriickt |15, S. 209]. In diesen Féllen tritt bei physikalischen Randbedingungen
erst in 2.5pC Strahlungriickwirkung auf und das Zweiteilchen-System ist bis zu
dieser Ordnung durch (1.57) beschreibbar.

Der Abbruch der Reihe in der Ordnung npC entspricht dem Arbeiten auf dem
Ring der reellen Polynome in € modulo Terme der Ordnung "**, also R[e]/[e" ).
Auch wenn die Konvergenz der Reihe (1.57) nicht klar ist, erscheint es physikalisch
sinnvoll anzunehmen, dass die so gewonnenen Ausdriicke fiir Geschwindigkeiten
v/c < 1 eine Niherung fiir die tatsichliche Lagrangefunktion sind und die Euler-

Lagrange-Gleichungen die Bewegung n&herungsweise beschreiben.

"Die zweite zeitliche Ableitung des Dipolmoments ist wegen der gleichféSrmig gradlinigen
Bewegung des Schwerpunktes konstant.
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Kapitel 2

Die Poincaré-Gruppe

2.1 Einige Eigenschaften

2.1.1 Gruppentheoretische Eigenschaften

Die Poincarégruppe P ist eine zehnparametrige Liegruppe bestehend aus der Lo-
rentzgruppe und der Raum-Zeit-Translationsgruppe. Die Translationsgruppe T
ist Normalteiler' in P, was es erlaubt, sie bei den meisten Uberlegungen zunichst
beiseite zu lassen und nur die Lorentzgruppe zu betrachten. Andere wichtige
Untergruppen sind die orthogonale Gruppe O(3), die Drehgruppe SO(3) und
die Euklidische Gruppe, bestehend aus Drehgruppe und raumlicher Translations-
gruppe. Die Lorentzgruppe und die Poincarégruppe bestehen aus vier Zusammen-
hangskomponenten, von denen die Zusammenhangskomponente, die das Einsele-
ment enthélt, ebenfalls eine Untergruppe bildet, die der eigentlichen orthochronen
Lorentz- bzw. Poincarétransformationen Ll bzw. PI. Diese zeichnen sich dadurch
aus, dass sie weder Zeit- noch Raumspiegelungen enthalten. (,,+* steht fiir die in
der Matrixdarstellung positive Determinante und ,,1* fiir das positive Element
AJ, also die Erhaltung der Zeitrichtung.) Physikalisch ist die Poincarégruppe be-
sonders interessant, weil sie die grofste Invarianzgruppe der Minkowskimetrik 7,,,
bzw. des Linienelementes ds? = 1, dz*dz” darstellt [35, S. 216]. Wegen der resul-

tierenden Invarianz der Aufspaltung (1.33) — und des Respektierens der harmoni-

!'Wenn man eine beliebige Poincarétransformation ausfiihrt, dann eine Translation und dann
die erste Poincarétransformation wieder riickgdngig macht, so ist es, als hitte man nur eine
(andere) Translation angewendet. (T ist abgeschlossen gegeniiber inneren Automorphismen von
P)
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schen Eichung bei linearer Wirkung — ist es auch die grofste Invarianzgruppe, die
wir fiir Vorhersagen der post-Newtonschen Ndherung in harmonischer Eichung

erwarten konnen. Analoges gilt fiir die post-Coulombsche Niherung.

2.1.2 Wirkung der Lorentzgruppe

»oei M eine Mannigfaltigkeit und G eine Liegruppe. Eine (Links-)Wirkung der
Liegruppe G auf M ist eine glatte Abbildung ® : G x M — M mit

(i) ®(e,x) = z fiir alle x € M und

(ii) ®(g,®(h,x)) = ®(gh,x) fiir alle g,h € G und v € M.“ 36, S.322]
Dabei ist e das Einselement, und ,glatt* bezieht sich auf die der Liegruppe (als
Mannigfaltigkeit) zugrundeliegende differenzierbare Struktur. Die Eigenschaft (i)
besagt, dass ®(e, .) des Einselementes die identische Abbildung auf M ist und (ii)
bedeutet die Vertraglichkeit der Wirkungsabbildung mit der Gruppenstruktur.
Ist M ein vollstdndiger normierter Vektorraum V und jedes @, := ®(g,.) : V=V
eine stetige lineare Abbildung, wird die Wirkung von G auf V eine Darstellung
von G auf V genannt. |36, S.322]
Eine aufgrund der physikalischen Relevanz sehr bekannte Darstellung der Lorent-
zgruppe ist die auf dem R* mit Minkowski-Metrik. Die Abbildungen ®, : V" — V
sind in einer Basis von V durch 4x4-Matrizen A, gegeben [37, S. 280|. Tats#ichlich

ist die Zuordnung g <> A¥, sogar eineindeutig, man sagt, die Darstellung sei treu:
ah — gt = A“!;x“ (2.1)

Jede Matrix A* die die Metrik N, invariant lasst, d. h.
nﬂ/y/ _ Aﬂl;Au;n;w (2‘2)

erfiillt, entspricht dabei genau einem Element der Lorentzgruppe.
Allgemein kann ein Element der eigentlichen orthochronen Lorentzgruppe in Ma-
trixdarstellung als [38, S. 1991],[35, S.117]

_~Yk
I (2.3)
Ve Ty
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mit

R, € SO(3) (2.4)
v
B = _|c| (2.5)
1
v= — (2.6)
1 — (32
) ) 2 Ry
7 2 7 J k
T = _ 2.
k kT P R (2.7)

geschrieben werden. (Die anderen Zusammenhangskomponenten erreicht man
durch Vorschalten einer Raum- einer Zeit- oder einer Raum-Zeit-Spiegelung.)
Die sechs Parameter sind die drei Komponenten der Geschwindigkeit v* und die
drei Komponenten des Drehvektors o, von denen die Drehmatrix R abhéingt. In
der aktiven Interpretation der Transformation (die in dieser Arbeit durchgéingig
benutzt werden soll) bedeutet (2.3), dass ein vorher ruhendes Teilchen nach der
Transformation die Geschwindigkeit —v* hat, die Teilchen also aktiv angeschoben

werden (dies entspricht einer Transformation des Koordinatensystems mit v*).2

2.1.3 Wirkung der Poincarégruppe
Die Poincarégruppe fiigt zu den Lorentztransformationen noch Translationen a*
der Raum- Zeitkoordinaten hinzu, d. h.

at — gt = A‘ﬁx“ + (2.8)

Die Darstellung muss stets linear in x sein, eine Matrixdarstellung benutzt also
zumindest den R® und ist nicht besonders elegant. Da wir im Wesentlichen an

der Lie-Algebra interessiert sind, wenden wir uns direkt den Erzeugenden zu.

2Etwas technischer gesprochen, werden auf einem Vektorraum im aktiven Fall die Kompo-
nentenfunktionen z* transformiert, im passiven die Basisvektoren e,. Weil der Vektor z*e,
(z.B. Teilchenort) im passiven Fall invariant bleibt, werden die Komponentenfunktionen in-
vers transformiert. Auf einer Mannigfaltigkeit M entspricht die aktive Transformation einem
Diffeomorphismus M — M, die passive einem Kartenwechsel.
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2.2 Die Lie-Algebra der Poincarégruppe

2.2.1 Erzeugende der Poincarégruppe

Die Poincarégruppe besitzt zehn Parameter (in obiger Dastellung v*, o und a*).
Einer Kurve im Parameterraum (3(t)% entspricht eine Kurve g(3(t)) in der Lie-
Gruppe G und damit auch in ihrer Darstellung ®y5(;))(«). Wir betrachten nun
eine Kurve ((t) durch das Einselement g(3(0)) = e. Fiir infinitesimale Parameter

7 ist eine Ndherung der Kurve gegeben durch:
(I)g(T) =idy + 771 (29)

mit
0

d dp™(7) ‘
0 = D5
o 85m 9(8)

T=—"®, 50 =
77 Lo = — -

. (2.10)
6(0)

Die Menge der T nennt man die infinitesimalen Erzeugenden der Lie-Gruppe
(hier der Poincarégruppe). Wie man anhand von (2.10) sieht, bilden sie einen

Vektorraum, der von den Erzeugenden

0

Iy = a’ﬁq)g(ﬂ)

‘ (2.11)
8(0)

aufgespannt wird. Wie sieht diese Basis der Erzeugenden im Falle der Poincaré-
gruppe in Matrixdarstellung konkret aus? Die Erzeugenden der homogenen Lor-

entztransformationen erhalten wir aus

0
Gi = —i%(ﬂ)‘ ) (2.12)
v B0)
also explizit:
0 -1 00 0 0 —f 0 0 00 —1
-+ 0 00 00 0 O 0 00 0
G1: ¢ 7G2: 1 7G3:
0 0 00 -0 0 0 0 00 0
0 0 00 00 0 O -1 00 0
(2.13)

3B(t) hat 10 Komponenten 8™ (t): v(t), a'(t), a*(t).
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und fiir die Drehungen analog:

00 0 O 0 0 0 00 0 O
00 0 O 0 01 00 -1 0
Jl = ) J2 - ) J3 =
0 00 -1 0 0 0 01 0
001 O 0 -1 0 O 0 0 0
(2.14)

v;G; beschreibt eine infinitesimale aktive Lorentztransformation entlang des Vek-
tors v mit Geschwindigkeit —|v|, ¢;.J; eine infinitesimale aktive Drehung um ¢
mit Drehwinkel —|¢|.

Nun wurde bereits erwadhnt, dass die Matrixdarstellung bei Betrachtung der ge-
samten Poincarégruppe nicht vorteilhaft ist. Man schreibt (2.15) und (2.16) daher
besser als lineare Differentialoperatoren, also in einer Form [37, S. 293], die auch

als Darstellung in einem entsprechenden Funktionenraum geeignet ist [35, S. 177]:

1,0 1,0 1,0 1,0
G:—— o~ -1~ G:—— o~ 2 ¥
' A x0’ ? P T 0x0’
1,0 1,0
= 0 Zp3 2.1
Gs ¢ o ¢ 0x9 (2.15)
0 5 0 L 0 3 0
JIZJ}@—.’I?%, JQZZIIG‘%—ZII%,
0 0
_ 2 1
J3 = .’L‘a% — X @ (216)
Im Falle der zeitlichen und rdumlichen Translation gilt wegen (2.8):
0
H = c— 2.17
€0 (2.17)
0
P = - 2.18
o (2.18)

2.2.2 Die Poincaré-Algebra

Eine Liealgebra ist ein Vektorraum mit einer bilinearen, schiefsymmetrischen
Klammer, die die Jacobi-Identitét erfiillt.

In unserer Darstellung ist eine solche Klammer der Kommutator der Erzeugen-
den der Transformationen. Er macht den Vektorraum der Erzeugenden zu einer

Liealgebra. Diese Liealgebra wird Liealgebra der Liegruppe genannt und meist —
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ebenfalls — mit einem kleinen gotischen g bezeichnet.

Aufgrund der Linearitidt der Klammer ist es ausreichend, die Klammerrelationen
der Basiselemente des Vektorraums der Erzeugenden zu kennen. In der Darstel-
lung (2.15),(2.16),(2.17), (2.18) kénnen wir zur Berechnung den Kommutator der
Elemente benutzen. Man erhilt damit die Klammerrelationen der Lie-Algebra

der Poincarégruppe:

P.p) = 0 (2.19)
[P, Ji] = €iPr (2.20)
[Jis Jj] = ejrdi (2.21)
H,P] = 0 (2.22)
[H,J] = 0 (2.23)
1
GG = _gﬁijkjk (2.24)
Gi,H] = P, (2.25)
[Ji,G5] = €jGh (2.26)
1

(Es ist jeweils die Summe iiber k£ = 1 bis 3 zu nehmen.) Durch die Liealgebra ist
die Zusammenhangskomponente der Lie-Gruppe G, die die Einheit enthélt, lokal
(um e) bereits vollstédndig bestimmt. Man kann (im Wesentlichen durch Iterieren)
aus den inifinitesimalen Transformationen endliche Transformationen gewinnen
(|38, S.90],[39, S. 261]). Fiir die gesamte Zusammenhangskomponente gilt dies
nur, wenn diese Komponente einfach zusammenhéngend ist. Li ist nicht einfach
zusammenhédngend, die Komplikationen stammen dabei aus der ebenfalls nicht
einfach zusammenhéngenden Drehgruppe [35, S. 168, S. 196].

Die Relationen (2.19)-(2.27) gelten also in jeder treuen Darstellung (fiir jede treue
Wirkung) der Gruppe. Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, durch explizites Nach-
rechnen Erzeugende (G; zu bestimmen, die zusammen mit den gegebenen Erzeu-
genden H, P und J des post-Newtonschen bzw. post-Coulombschen Systems eine
approximative Poincaré-Algebra bilden, also bis zur entsprechenden Ordnung Er-
zeugende der Poincaré-Gruppe sind. Die Oberfliche der Zwangsbedingungen ist

aber im Allgemeinen kein Vektorraum mehr, wir haben eine lineare Wirkung
®(g, (¢,11)) auf T
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2.2.3 Eine geometrische Sicht der Dinge

G sei eine n-dimensionale Liegruppe, also eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit
mit einer Gruppenstruktur, die mit der Mannigfaltigkeitsstruktur vertraglich ist
(die Gruppenverkniipfung o : G X G — G ist eine glatte Abbildung).
Wir sind nun nach Abschnitt 2.2.2 an den infinitesimalen Transformationen, also
an den Elementen des Tangentialraumes 7,G interessiert. In einer Karte sind
diese Elemente durch

E=E"0,, m=1,...,n (2.28)

gegeben.

In diesem Vektorraum wollen wir eine Klammer einfiihren, die ihn zu einer Lie-
Algebra macht.

Zunéichst gibt es auf G — wie bei jeder Mannigfaltigkeit — bereits eine Klammer,
die Jacobi-Lie-Klammer oder den Kommutator zweier Vektorfelder X,Y € X(G),
die den Raum der Vektorfelder X(G) auf G zu einer Lie-Algebra macht:

df - [X,Y]:=d(df -Y) - X —d(df-X)-Y Vf:G—oR (2.29)

In Koordinaten y™ geschrieben also:

oym oxX*
by — Y —— 2.
50 5 (2.30)

(k,m = 1,...,n). Die zusitzliche Gruppenstrukur von G wird bei der Definition
der Linkstranslation benutzt. Dies ist eine Abbildung, bei der alle Elemente von

G um ein Element der Gruppe g ,verschoben“ werden:

L,:G — G (2.31)
h — gh. (2.32)

Da L, (wegen der oben genannten Vertriglichkeit) sogar eine glatte Abbildung
ist, kann man das Differential z. B. in e bilden: T, L, : T.G' — T,G. Offensichtlich
ist es damit moglich, jedem £ € T.G ein Vektorfeld X, auf ganz G zuzuordnen:

Xe:=T.L,(8). (2.33)
Insbesondere gilt am Punkt e: X¢(e) = £, X ist also eine Art natiirliche Erweite-
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rung des Vektors £ zu einem Vektorfeld, die es so nur fiir eine Lie-Gruppe gibt. Mit
Hilfe dieser Vektorfelder ist es méglich, auch auf 7,G eine Klammer einzufiihren,
die T,G zu einer Liealgebra macht. Die Lieklammer [ . ,.]: T.G x T.G — T.G
ist definiert als [36, S. 282]

(€, x] = [Xe, Xyl (e)- (2.34)
In einer Karte um e geschrieben damit:

oX
oyk

k
m0X¢

_ ¢k _ s

(0)8 — x (0. (2.35)

Diese Liealgebra auf T,G ist die Liealgebra der Liegruppe.*

Eng mit dem Begriff der Wirkung (vgl. Abschnitt 2.1.2). verkniipft ist das Kon-
zept des infinitesimalen Erzeugers. Um zu diesem zu gelangen, ben6tigen wir noch
die sogenannte Exponentialabbildung:

Ist ein Vektorfeld X, gegeben, existiert eine eindeutige Kurve 7(t), so dass der
Tangentialvektor an v in jedem Punkt g gleich X¢(g) ist. Diese Kurve nennt man
Integralkurve. Die Exponentialabbildung ist nun dadurch definiert, dass sie jedem
Tangentialvektor das Element zuordnet das man durch Entlangfahren der Kurve
bei t = 1 erreicht:

exp:g — G (2.36)
£ — exp(§) =7(1) (2.37)

Insbesondere ist damit g(t) = exp(t§) = y(t) die Integralkurve in G |36, S. 285].
Wenn &, ..., &, eine Basis des Tangentialraumes von e ist, lisst sich lokal jedes
Element g der Gruppe durch die Exponentialabbildung g = exp(k™&,,) darstellen
[17, S. 72]. Die durch die Wirkung aus der Kurve ¢(¢) = exp(t£) hervorgehende
Schar von Abbildungen ®ey,e) : M — M ist ein Fluss® auf M [17, S. 135][36,
S. 326|. Zum Fluss gehort ein tangentiales Vektorfeld, das sozusagen die Rich-

“Bei einer endlichdimensionalen Mannigfaltigkeit ist es natiirlich auch moglich, die Lie-
Klammer sofort {iber den Ausdruck (2.35) in T,G einzufiihren.

% Also ein einparametriger Diffeomorphismus fiir den gilt: Das Hintereinanderausfiihren zwei-
er Transformationen mit Parameter s und r ist gleich dem Ausfiihren einer Transformation mit
Parameter s+r.
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tung der Transformation angibt. Folgerichtig bezeichnet man als infinitesimalen

Erzeuger das Tangentialvektorfeld

fM(ZC) = i (I)exp(tg) («T) (238)

dt|,_,

Dies ist die koordinatenfreie Variante von (2.11) und mit &y, haben wir unsere
Erzeuger aus (2.15),(2.16),(2.17),(2.18) wiedergefunden: Das Vektorfeld &, kann
man als eine Richtungsableitung der Funktionen auf M ansehen, denn in Karten
gilt df -&pp = ng@?c—{" fiir eine Funktion f : M — R. Allgemeiner ist die Ableitung
eines beliebigen Objektes in Richtung von &, bekanntlich durch die Lieableitung
Ley gegeben, die sich im Falle von skalaren Funktionen f auf die gewohnliche
Richtungsableitung reduziert.

X(M) ist beziiglich des Kommutators wieder eine Lie-Algebra. Wie verhélt sich
der Kommutator zweier Vektorfelder &5, 1y, zur Lie-Klammer auf 7,G?7 Wie wir
wissen, ist die Lie-Klammer im Wesentlichen ebenfalls der Kommutator zweier
Vektorfelder auf G und man kénnte daher vermuten, dass zumindest ein enger
Zusammenhang herrscht. Tatséchlich ist die Abbildung & — &), ein Liealgebren-
Antihomomorphismus, das heifst, sie ist eine lineare Abbildung zwischen den Al-
gebren (g) und X(M), die die Klammerrelationen erhilt [36, S. 330]:

(&0, ] = —[& M- (2.39)

Mit den Kommutatorrelationen (2.19-2.27) der infinitesimalen Erzeugenden ist

also auch die Poincaréalgebra gefunden.
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Kapitel 3

Singulare Systeme hoherer Ordnung

3.1 Regulare Systeme hoherer Ordnung

3.1.1 Lagrangeformalismus in hoherer Ordnung

Die meisten in der theoretischen Physik vorkommenden Lagrangefunktionen fiir
Systeme mit endlich vielen Freiheitsgraden sind von der Form L(q, ¢V, t). Schlief-
lich sollte der physikalische Zustand eines Systems allein durch Festlegen der
verallgemeinerten Koordinaten und deren ersten Ableitungen bestimmt sein und
damit nur auf Bewegungsgleichungen zweiter Ordnung fiihren. Bei den Lagrange-
funktionen, die die Bewegungsgleichungen der post-Newtonschen- und der post-
Coulombschen-Approximation ergeben, treten zusitzlich héhere Ableitungen auf:
L(g,qW,q®,¢®,...,t) (vgl. 1.4.2). Da eine Lagrangefunktion unendlich hoher
Ordnung mathematisch ein problematisches Objekt ist (die Existenz der Reihe
ist in keinster Weise gesichert), soll im Folgenden stets angenommen werden, dass
die vorkommenden Lagrangefunktionen von endlich hoher Ordnung sind, sich also

als
L(g,q",...,q"™, 1) (3.1)

schreiben lassen. Eine solche Lagrangefunktionen definiert analog zum gewohnli-
chen Fall eine Wirkung S [40]:

S:/dtL(q,q(l),...,q(”),t). (3.2)
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Das Prinzip der stationidren Wirkung 65 = 0 fiihrt durch Bilden der Funktional-
ableitung [41, S.42]) (bzw. durch partielle Integration zusammen mit der Forde-
rung, dass die Variationen aller Ableitungen bis zur Ordnung n an den Endpunk-

ten verschwinden) auf

Lig. g, ... g™ ,
55:/ PRLAC ) i SLASUFRY (3.3)
t1

Das bedeutet, dass die verallgemeinerten Euler-Lagrange-Gleichungen

0L(g,q",...q™,t) 9L d OL L ©OL e d 0L
oq Ogm  dtggly) ~ di* 9gly) di" gy

=0 (3.4)

erfiillt sind. Diese Gleichungen sind maximal von der Ordnung 2n und die héch-

sten Ableitungen erscheinen multipliziert mit der Hesse-Matrix

0°L
9q," Oqm

wie man an der folgenden Umformung von (3.4) erkennt:

§L(q,qW, ..., q™ ! (277, 32 2n—1
+ finlg, ..., q% )y =0. 3.6
5 ; APWOPND ( ) (3.6)

Der Zustand des Systems wird also im Allgemeinen erst durch Angabe von

e
dimensional, wenn f die Anzahl der verallgemeinerten Koordinaten ist.

2n=1)) vollstindig bestimmt, der Konfigurationsraum ist somit f - (2n)-

3.1.2 Hamiltonformalismus in hoherer Ordnung

Ein System, das durch einen Lagrange-Formalismus hoherer Ordnung beschreib-
bar ist, erlaubt eine kanonische Formulierung mit einer Hamiltonfunktion héherer
Ordnung, die nicht nur von ¢ und dem kanonisch konjugierten Impuls p (=: IIp)
abhingt, sondern auch von den Ableitungen ¢V, ..., ¢ und den dazu jeweils
kanonisch konjugierten Impulsen IIy,...,1Il,_;. Der damit gewonnene prolongier-
te Phasenraum hat natiirlich ebenfalls die Dimension f - 2n. Die Impulse miissen

nun so gewahlt werden, dass sie ein System von Hamiltonschen Gleichungen er-
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fiillen. Dies leisten die Ostrogradski-Impulse
" od\" oL
H]m: Z <—%> W, j:0,...,n—1,m:1,...,f. (37)
k=0 qm

Diese Ausdriicke sind so gewéhlt, die Impulse wie im gew6hnlichen Fall kovariante
Vektorfelder sind |36, S. 191|. In ausgeschriebener Form lautet (3.7)

oL d 0L d\"* 0oL d\"" oL
. S AN (A R Y A R A
’ dg)  dt ggY dt dgnY dt A (3:8)
oL d\"* oL d\" % 0L
I, = = S (3.
' Oqg) +< dt) 8q1(77f_1) +< dt) aqé?’ (39)
oL
H(n—l)m: m
(3.10)

Die Gleichung fiir I,y wird den Ubergang zu einer Hamiltonfunktion erlauben,
die von ¢!™ nicht abhiingt (vgl. 3.2.2), die anderen Gleichungen sichern, dass die
Hamiltonfunktion die gewohnten Form annimmt. Man kann aus der expliziten

Form direkt ablesen, dass fiir die einzelnen II;,,
Wi = Wi (g, . ¢ 7708), 5=0,...,n—1 (3.11)

gilt und dass man die Abhéngigkeit von der héchsten Ableitung durch die Um-

formung
Wim = ¢ 7"V Hyp + Kjm(q, s ¢>*72 1), 5 =0,...,n—2 (3.12)

isolieren kann, was fiir j = n — 1 nur moglich, wenn L quadratisch in den qﬁ,?) ist!.
Ist die Hesse-Matrix invertierbar, so kann die Ostrogradski-Transformation durch
ein iteratives Verfahren invertiert werden. Nach dem Satz iiber implizite Funk-
tionen kann in diesem Fall zumindest im Prinzip (lokal) ¢™(q, ..., ¢™= Y, I1,,_1, )

gebildet werden. Durch Invertieren der Hesse-Matrix und Einsetzen der schon

'Hier liegt eine Unsauberkeit in [3] vor.

41



erhaltenen Abhéngigkeiten erhdlt man dann aus (3.12) nacheinander
q(n-i-l) (q7 Ly q(n—l), anla Hn727 t) bis Q(Qn_l) (q7 s q(n—l), anla Hn727 e H07 t)
Die zeitliche Entwicklung des Systems im Phasenraum wird durch die folgenden

Differentialgleichungen bestimmt:

dq(k)
—% = gty k=0,...,n—2 313
dt qm ? ? 777/ ( )
dgin™" " -
= (@™ T ) (3.14)
Al oL
= 5 3.15
dt O, (3.15)
AL, oL ,
— = —H(j,l)m+—(j), j=1,....,n—1 (3.16)

oqm,

Die Relationen (3.13) und (3.14) sind offensichtlich, (3.15) erhélt man aus der
Definition (3.8) von Iy, zusammen mit den Euler-Lagrange-Gleichungen (3.4).
(3.16) ergibt sich sofort aus der Definition der Ostrogradski-Impulse (3.7) bzw.
(3.9),(3.10). Wie man leicht zeigt, nehmen diese Gleichungen mit der Hamilton-

funktion

H=— L(Qa ) q(n—l), q(n) (q7 ES) q(n—1)7 anla t)

2 . (3.17)
+ Z H]ngL—i—l) + H(n—l)mqﬁr?) (QJ ey q(n_l)a Hn—b t)
=0
(Summenkonvention fiir m) die gewohnte Form
dqﬁ,’f) OH
7l oI, (3.18)
A, OH
qm

(k=0,...,n—1, m=1,...,f) der Hamiltonschen Gleichungen an. Es ist auch

moglich, diese Bewegungsgleichungen direkt aus dem Hamiltonschen Prinzip

to n
0S = 5/ dt
t1 j

abzuleiten.

1
d . _ !
Hjm%qgn — H(q,...,d" Y 1, ..11,_,) =0 (3.20)

=0
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Man kann nun die Ostrogradski-Klammer zweier Phasenraumfunktionen einfiih-
ren, die nichts anderes ist, als die Poisson-Klammer auf dem prolongierten Pha-

senraum
n—1 f

o af 0Jg B dg Of
{f,9} '_Zzaqa AL, 5 B (3.21)

7=0 m=1

Die elementaren Poisson-Klammern sind durch

k
{Ql( )7 H]m} = 5lm5;c

{a”,q¥} =0 (3.22)
{ky, O} =0

gegeben und die Zeitentwicklung einer beliebigen Funktion
f(q,...,q"" Y Iy, ..., II,_y,t) auf dem prolongierten Phasenraum wird durch die
Gleichung

df of
2 -+ (3.23)

beschrieben. Aus der Lagrangefunktion hoherer Ordnung kann also ein Hamil-
ton-Formalismus entwickelt werden, der keinerlei Unterschied zum gewdhnlichen
Hamilton-Formalismus aufweist [42, S. 265],[43],[3].

3.2 Systeme mit Zwangsbedingungen

3.2.1 Lagrangeformalismus mit Zwangsbedingungen

In diesem Abschnitt sollen Lagrangefunktionen L = L(q, ... , ¢™) betrachtet wer-
den, deren Hesse-Matrix Hy,, (3.5) nicht invertierbar ist. Die Lehrbuch-Literatur
[44, S. 38ff],[45, S.78ff] beschrinkt sich auf den Fall, dass die Lagrangefunktion
nicht hoherer Ordnung ist, es ist aber moglich, diesen intuitiv zu verallgemeinern.
Eine strenge geometrische Betrachtung findet sich in [46].

Der Rang der Hesse-Matrix ist nicht vom verwendeten Koordinatensystem ab-
hiangig und wird durch Addition einer totalen Zeitableitung zu L nicht gedndert.

Man nimmt an, die Hesse-Matrix habe im gesamten Konfigurationsraum den
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konstanten Rang r < f.2 Dann gibt es f —r linear unabhéngige Nullvektoren mit

f
S A s ) (g, e g™) =0, a=1,...f —r. (3.24)

Kontrahiert man die Euler-Lagrange-Gleichungen in der Form (3.6) mit A?, so

ergibt sich

f
Z)\Zl(q,...,q("))fm(q,...q(2”_1)) =0, a=1,...f—r (3.25)

m=1

Dies sind f — r unabhéngige Gleichungen, die im Allgemeinen die unabhéngi-

2n=1) verkniipfen, also Zwangsbedingun-

gen Konfigurationsraumvariablen g, ..., ¢¢
gen (constraints) fiir die Dynamik (und insbesondere fiir die Anfangsbedingun-
gen) darstellen. Die Gleichungen (3.25) kénnen fiir unterschiedliche Systeme sehr
verschieden aussehen, sie konnen sogar inkonsistent sein, was dquivalent dazu ist,
dass die Wirkung keine stationéren Punkte besitzt. Solche Fille sind physikalisch
nicht interessant und sollen hier ausgeschlossen sein. Es gibt dann unter den f —r
Gleichungen von (3.25) zwei qualitativ verschiedene Arten:
1) Die Gleichung verschwindet identisch und stellt somit keine Bedingungen
an die Variablen des Konfigurationsraumes.
2) Die Gleichung verschwindet nicht identisch und ist somit eine echte Ein-
schrankung des Konfigurationsraumes.
Sind alle Gleichungen vom Typ 1), so gibt es keine Zwangsbedingungen und
die Euler-Lagrange-Gleichungen lassen sich (wegen rk Hy,, = r nach r Groken
q§2n),s = 1,... r auflésen (rk bezeichnet den Rang der Matrix). Wir erhalten
dann Gleichungen der Form

(2n)

¢ = go(qr, oy V) grsa, oo q}Qn)). (3.26)

Dabei sind die g,41(t) beliebig wihlbare Funktionen. Die Grofen ¢, werden also
nicht allein durch die Anfangswerte, sondern erst durch Festlegung zusétzlicher
beliebiger Funktionen der Zeit bestimmt. Das Erscheinen unbestimmter Funktio-
nen der Zeit in der allgemeinen Lésung ist eine typische Eigenschaft von Systemen

mit Nebenbedingungen.

2H;,,, hingt natiirlich nur von den ersten f -n Variablen des Konfigurationsraumes ab.
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Im Allgemeinen werden aber nicht alle Gleichungen identisch verschwinden. Wir
nehmen nun an, von den f —r Gleichungen (3.25) seien ry von der Art 1 und diese
seien zusétzlich voneinander unabhéngig. Desweiteren gebe es r; Gleichungen die
von den 7y vorherigen abhéngig sind und schliefslich 5 identisch verschwindende
Gleichungen (rg+ 1 +79 = f —r). Die ry unabhéngigen Gleichungen von der Art
1)

Cy(q, ..., q*" V) =0, s=1,...,19 (3.27)

heiflen dann primdre Lagrange-Zwangsbedingungen. Wir wollen zur Vereinfa-
chung zusitzlich annehmen, dass die durch die Gleichungen (3.27) definierte F1a-
che (M) eine (2n - f — ry)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Konfigurati-
onsraums ist. Oft [45, S. 82| wird auch noch gefordert, dass die Jacobi-Matrix der
Cs den Rang o hat,wenn (3.27) gilt.?

Nun wurde der Rang der Hesse-Matrix vorher auf dem gesamten Konfigurations-
raum bestimmt. Die Zwangsbedingungen beschréinken die Bewegung auf eine Un-
termannigfaltigkeit mit kleinerer Dimension, der Rang von Hy,|; ist also even-
tuell kleiner als der von Hj,. In diesem Fall gibt es weitere Nullvektoren, diese
miissen wieder in der gleichen Weise untersucht werden, wie die urspriinglichen.
Man gelangt dann zu einer Untermannigfaltigkeit ]\Zf von M, berechnet wieder
den Rang von Hzm|]\§[ usw. Das Verfahren endet nach endlich vielen Schritten
damit, dass sich der Rang von H durch Einschrianken auf die neue Untermannig-
faltigkeit nicht mehr &ndert. Wir haben nun eine Untermannigfaltigkeit M’ der

Dimension 2n - f — 7', r" > roy gewonnen, die durch r’ Gleichungen
Cyl(q,....q*" V) =0, S=1,...,1 (3.28)

bestimmt wird. Zur Vereinfachung der folgenden Argumentation teilt man diese
in zwei Typen A und B auf:
A Die Zwangsbedingung enthélt keine Ableitungen der Ordnung 2n — 1, also
Ay =Cy (g, .. @) =0
B Die Zwangsbedingung enthilt Ableitungen der Ordnung 2n — 1, also
By =Cy(q, - D) =0.
Die bisherigen Zwangsbedingungen wurden lediglich durch algebraische Umfor-

3Das heifit, die Untermannigfaltigkeit ist eine nach dem Satz vom reguldren Wert. Die C;
bilden zusammen mit einem Koordinatensystem auf M lokal um M, ein Koordintensystem des
Konfigurationsraumes.
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mungen der Bewegungsgleichungen gewonnen. Es muss aber zusétzlich die Forde-
rung gestellt werden, dass die Zwangsbedingungen nicht nur fiir einen bestimmten
Zeitpunkt, sondern fiir alle Zeiten erfiillt sind. Man bildet also zunéchst die zeitli-
che Ableitung einer Zwangsbedingung vom Typ A: Diese ist entweder algebraisch

abhéngig von den bereits vorhandenen Zwangsbedingungen,

dAg
dt

- as’u’Au’ + bs’v’ Bv’; (329)

oder liefert neue Zwangsbedingungen des Typs B und (nach algebraischer Um-
formung mit Hilfe schon bekannter Typ B-Zwangsbedingungen) auch des Typs
A. Diese werden in die Menge der Zwangsbedingungen aufgenommen. Nach end-
lich vielen Wiederholungen liefert das Verfahren keine neuen Zwangsbedingun-
gen mehr und man kann sich den Zwangsbedingungen vom Typ B zuwenden.*

(2n) enthalten und (nach Umfor-

Durch Ableiten erhélt man Gleichungen, die ¢
mung) eventuell weitere neue Nebenbedingungen des Typs B oder A. Nach end-
lich vielen Wiederholungen ergeben sich keine neuen Nebenbedingungen mehr.
Die Gleichungen, die ¢®®*® enthalten und nicht reduziert werden kénnen, nimmt
man zu den bereits vorhandenen Bewegungsgleichungen hinzu, sofern sie linear
unabhéngig von ihnen sind.

Durch die zusétzlich erhaltenen Zwangsbedingungen wird die Bewegung aber wie-
der auf eine Untermannigfaltigkeit von M’ eingeschrankt und der Rang der Hesse-
Matrix kann kleiner geworden sein. Dann beginnt das Ganze damit von vorn, dass
man die Nullvektoren der eingeschrinkten Hesse-Matrix bestimmt. Am Ende die-
ses Verfahrens findet man folgende Situation vor:

Es gibt Gleichungen,
We(q, ..., q(2"71))q§2n) = Fy(q, ..., q(%*l)), s=1,...,k (3.30)

die ¢* enthalten, (dabei hat Wy(q, ..., ¢*®~") vollen Rang), und Zwangsbedin-

gungen

Aulg, ..., q®2) = 0, wu=1,...,ka (3.31)
B,(¢,....,q*" V) = 0, v=1,...,kp (3.32)

4Zweite Ableitungen ‘227‘24 liefern damit keine Gleichungen mehr, die unabhéngig von A, B

und % wéaren.
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der Typen A und B, die man wieder zu
Co(qy ™ N =0, w=1,...ka+kp=K (3.33)

zusammenfassen kann. Sie definieren eine (2n - f — K')-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit M des Konfigurationsraumes, auf dem die Bewegung stattfindet. Die
zeitlichen Ableitungen der Zwangsbedingungen A, sind nach Konstruktion alge-
braische Funktionen der Zwangsbedingungen und die zeitlichen Ableitungen der
Zwangsbedingungen B, lassen sich durch (3.30),(3.31),(3.32) ausdriicken. Das
heifst, die Gleichungen

d

7 Culg g =0, w=1,...K (3.34)

sind auf M algebraisch erfiillt oder anders gesagt, die Zwangsbedingungen sind
stabil unter zeitlicher Evolution des Systems. Die Bewegungsgleichungen (3.30)
determinieren also die Dynamik des Systems (bis auf eventuell auftretende be-
liebige Funktionen der Zeit ¢,,(t)), wihrend die Zwangsbedingungen (3.33) die

moglichen Anfangswerte einschrénken.

3.2.2 Hamiltonformalismus mit Zwangsbedingungen
Die Bewegungsgleichungen

Auch im Falle des Hamiltonformalismus mit Nebenbedingungen beschrankt sich
die Buch-Spezialliteratur auf die Beschreibung von Systemen, die nicht von ho-
herer Ordnung sind [45],[44],[47]. Die Konzepte sind aber iibertragbar, da es im
Hamiltonschen Formalismus nicht wesentlich ist, wie die Koordinaten und Impul-
se zustande gekommen sind, solange man in sinnvoller Weise eine symplektische
Form (in Koordinaten: Poissonklammer) einfiihren kann.

Anfangspunkt ist die Definition der Ostrogradski-Impulse (3.7) bzw. (3.8)-(3.10).
Ist die Hesse-Matrix nicht invertierbar, so ist auch die Abbildung (g, ..., q(Z”_l)) —
(¢q,...¢q"=Y Ty, ..., IT,,_,) nicht invertierbar. Das heift, die (g, ...¢™~ Y, Ty, ..., IT,,_1)

2n71))

sind als Funktionen der (g, ..., ¢ nicht alle unabhéangig. Hat H den Rang r

gibt es f — r unabhéngige Relationen

(¢, "V, Mo, oy Ty, 8), (3.35)
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die als primére Zwangsbedingungen bezeichnet werden. Bei Einsetzen von II;,, =
IL(q, .., ¢?"=971 1) verschwinden sie identisch, auf dem Phasenraum stellen sie
aber Zwangsbedingungen an Koordinaten und Impulse. Von diesen Zwangsbedin-
gungen wird wieder verlangt, dass ihre Jacobi-Matrix an den Urbildpunkten von
®; = 0 vollen Rang hat, dass also die durch die Gleichungen definierte Fliche eine
Untermannigfaltigkeit ist und die ®; lokal zusammen mit einer Karte der Unter-
mannigfaltigkeit ein Koordinatensystem des Phasenraumes bilden. Man bezeich-
net die Untermannigfaltigkeit als Zwangsbedingungsfliche (constraint surface) T.
Die Zeitentwicklung des Systems wird durch die Ostrogradski-Hamiltonfunktion
(3.17) zuziiglich einiger beliebiger Funktionen bestimmt: Sehen wir H zunéchst

als Funktion der Variablen des Konfigurationsraumes an:

(n—1)

H(q,...,q"" V)= —L(q,....q"™) + Z (g, -y g9 ) gL (3.36)
=0

Wir wollen von nun an voraussetzen, dass L nicht explizit zeitabhingig ist. Au-
fserdem soll iiber [,m =1, ..., f stets summiert werden.

Das Bemerkenswerte an H ist, dass die Ableitungen hoher als ¢"~Y nur in der
Kombination I1j,(q, ..., ¢®" 9=V ¢) in H eingehen, H also in Wirklichkeit nur
von (g, ...q"=Y Tly, ..., I,,_;) abhiingt. Dies verifiziert man am einfachsten durch

Bilden der Variation von H:

n n—12n—j5-—1 6H n—1
SH = — + 8 J+1 + Z 1;,,6qY (j+1)
j=0 8Qm 7=0 k=0 j=1
oL 8L
_ (

(3.37)
+ Z DT, + 11,008 D) 4 ¢(oTT, y + 10, 15¢%)

N

= 9D+ " (¢YV6IL, + jmégli ™) + ¢TI, .
qu F

I
o

Die vorkommende Koordinate ¢ kann zwar nicht durch (g,...,¢™ Y, 11, 1,1
ausgedriickt werden, es ist aber trotzdem moglich, die Hamiltonfunktion
H(q,...q" Y I, ...,II,_1) zu bilden, indem man die vorkommenden ¢™ zusam-

men mit anderen Variablen als II,_; schreibt. Allerdings ist diese Umformung
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nicht eindeutig (sonst wére (g, ..., ¢"™) — (q, ..., ™Y, II,_;) umkehrbar.) Da die
Hamiltonfunktion nur auf der Zwangsbedingungsfliche durch (3.17) definiert ist,
liegt es nahe anzunehmen, dass der Formalismus (und die am Ende resultierende
Dynamik des Systems) sich nicht &ndert, wenn H auferhalb dieser Oberflache
verandert wird:

H — H' = H + ¢"®,. (3.38)

Dies ist tatsichlich der Fall.’ Die Beweise [47, S. 11], [45, S. 93|, [44, S. 46] fiir
Systeme gewoOhnlicher Ordnung konnen leicht abgewandelt {ibertragen werden,
wenn man die Phasenraumvariablen wie gewohnliche Koordinaten ¢ und Impulse

p behandelt. Dies soll fiir den Beweis in [47] vorgefiihrt werden.

Dazu benétigen wir den folgenden kleinen Satz [47, S.10]:
S A 0q™ + pdp, = 0 for arbitrary variations 6¢™, dp, tangent to the constraint

surface, then

0,

A, = u™ 3.39

i (3.39)
oD

no_ gmITm 3.40

v o (3.40)

for some u™. The equalitites here are equalities on the surface.”

Dieser Satz ist ein Satz iiber Mannigfaltigkeiten bzw. Kurven und deren Varia-
tionen auf Mannigfaltigkeiten und kann wortlich auf den Fall des prolongierten
Phasenraumes iibertragen werden.

Nun schreiben wir Gleichung (3.37) in der Form:

n—1
OH oL : OH ,
<—3q(j) +—= - H(jl)m) 6q9) + (— — qr(rﬂl)> OTLj, = 0, (3.41)

§=0 3%(7‘1) Ol

wobei II_y,, = 0 sein soll. Der eben zitierte Satz kann nun dazu benutzt werden,

dies als
, oH 0o
) — a a 3.42
LT P T (3.42)
OL(q, ...,q™) OH(q,11)  , 0®,
L) 1y = T el
Oqr, Oqr, oqm,

5Die Uneindeutigkeit in der Ersetzung von ¢ beruht auf solchen Verdnderungen von H.

49



zu formulieren. Mit den Euler-Lagrange-Gleichungen (3.4), insbesondere (3.15,

3.16) ergeben sich dann die Bewegungsgleichungen der Dynamik:

dq OH o,
_ @ 3.44
dt oI, " oI, (3.44)
AL, 0H 0P
N = D -yt (3.45)
di g g5
Do(q, 1) = 0. (3.46)

Mit der Poisson-Klammer auf dem prolongierten Phasenraum kann die Zeitevo-

lution einer beliebigen Phasenraumfunktion damit als

df _ m of
5 = L HY ™ {f, @} + (3.47)

geschrieben werden. Die auftretenden u™ sind Funktionen der Konfigurations-
raumvariablen ((3.42) ist wegen der Regularitéitsbedigung an ®, im Prinzip nach
u™ auflosbar). Umgekehrt konnen sie ausgehend vom Phasenraum als freie Para-
meter betrachtet werden, die die Abbildung (g, ..., ¢®*Y) —

(q,...q" VI, ..., II,_1, u™) invertierbar machen, also als Koordinaten des Urbil-

des eines Punktes (g, ..., Ily, ..., II,_;) im Konfigurationsraum.

Die priméren Zwangsbedingungen sind im Laufe der Dynamik zunéchst nicht
von sich aus erhalten. Sie stellen zusétzlich zu den differentiellen Bewegungsglei-
chungen Bedingungen an die Dynamik des Systems. Man kann aber nun wieder
die zeitlichen Ableitungen der Zwangsbedingungen bilden und mit der Forderung
d/dt(®) = 0 und mit (3.47) Einschrinkungen an die u® oder neue, sekundére
Zwangsbedingungen erhalten. Aus diesen wieder tertidre usw. Das Verfahren en-

det nach endlich vielen Schritten damit, dass wir K Zwangsbedingungen
@y (g, ...q" "V, 1y, ..., I,_y) = 0, k=1,...K (3.48)

erhalten, die wieder den iiblichen Regularitdtsbedingungen gehorchen sollen, also
eine glatte Untermannigfaltigkeit als Zwangsbedingungsflache I' definieren.

Wie ist die Beziehung zu den Zwangsbedingungen des Lagrangeformalismus? Man
kann zeigen, dass (die Notation deutet es bereits an) Hamiltonsche und Lagran-

gesche Zwangsbedingungen fiir singulire Systeme hdéherer Ordnung &dquivalent
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sind [46]. (Insbesondere iibernehmen die @, die zeitliche Stabilitdt von den C,,.)
Wenn es also gelingt, die K Zwangsbedingungen C',, = 0 des Lagrangeformalismus
unter Zuhilfenahme der Definitionsgleichungen fiir die Impulse so umzuformen,
dass K unabhingige Gleichungen &, = 0 entstehen, die die Phasenraumvaria-
blen verkniipfen und eine Untermannigfaltigkeit definieren, so kann man diese als

Zwangsbedingungen des Hamilton-Formalismus ansehen.

Zwangsbedingungen erster und zweiter Klasse

Hat man einen vollstindigen Satz von Zwangsbedingungen ®; gefunden, kann
man die Einschrinkungen an die u® mit den priméren Zwangsbedingungen @,

gemaf
0~ { D, H} + u{ Dy, D, }, k=1,....K; a=1,...,r (3.49)

formulieren. Um auszudriicken, dass eine Gleichheit nur auf der Zwangsbedin-
gungsfliche gilt, wollen wir dabei das Symbol ~ benutzen.® Die allgemeine Lo-
sung dieser Gleichung ist von der Form u® = U*+V*, mit einer speziellen Losung

des inhomogenen Gleichungssystems U® und einer allgemeinen Lésung V* von
VP, @0} ~ 0. (3.50)

Die allgemeine Losung V' ist dabei eine Linearkombination unabhéngiger Losun-
gen VO mit s =1,..., K — A, wobei A der Rang der Matrix {®y, ®,} ist. Somit
wird die Zeitevolution durch

df

%:{fJH}—|-Ua{f7(1)a}—|—vs‘/;a{f7@a}—|—

of

% a=1,...,r;s=1..., K — A

(3.51)
mit beliebigen Funktionen v® bestimmt. Solche Funktionen treten immer dann
auf, wenn bestimmte Zwangsbedingungen des Lagrange-Formalismus identisch
erfiillt sind, vgl. (3.26) und [44, S. 64].

Von physikalischen Observablen erwarten wir aber, dass ihre Zeitevolution voll-

stindig determiniert ist. Fiir eine solche Observable diirfen die Funktionen v*

6S0 gilt z.B. ®, ~ 0 oder H ~ H'.
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keine Rolle spielen, das heifst, wir verlangen dass Variationen
OF = 0v*VH{F, ®,} (3.52)

die physikalische Situation nicht dndern. Es handelt sich hierbei lediglich um
Eichtransformationen.
Fiir die Frage, welche Eichtransformationen auftreten, spielt offensichtlich der
Rang der Matrix {®y, ®,} eine entscheidende Rolle. Dies fiihrt zu einer Eintei-
lung der Zwangsbedingungen in zwei Klassen, die im Gegensatz zur Einteilung
der Lagrangeschen Zwangsbedingungen in zwei Typen und der Hamiltonschen in
primére, sekundire usw. weitreichende Folgen fiir die Dynamik des Systems hat:
1. Man bezeichnet eine Zwangsbedingung als erster Klasse, wenn ihre Poisson-
Klammer mit allen anderen Zwangsbedingungen auf I" verschwindet.
2. Man bezeichnet eine Zwangsbedingung als zweiter Klasse, wenn ihre Poisson-
Klammer mit einer Zwangsbedingung auf [' nicht verschwindet.

Hat die Matrix der Poissonklammern
Cri = { Pk, @, } (3.53)

auf I' den Rang A, so kann durch eine Umdefinition der Zwangsbedingungen
(I)j — @;c = Aqu)j stets

0

0
Cr = {9}, D)} ~ k,l=1,...,K;s=1,...,A (3.54)
0 Ors
erreicht werden. Man kann also annehmen, dass die ersten K — A Zwangsbe-
dingungen erster Klasse und die letzten A Zwangsbedingungen zweiter Klasse

sind.

Die Dirac-Klammer

In unseren Systemen werden nur Zwangsbedingungen zweiter Klasse auftreten,
insbesondere gibt es keine beliebigen Funktionen der Zeit in der Dynamik. Wir
wollen uns daher bei unseren Uberlegungen auf diesen Fall beschrinken und die
Zwangsbedingungen zur besseren Unterscheidung vom allgemeinen Fall mit -y
bezeichnen. Wir konnen also annehmen, die Matrix C%; habe vollen Rang K auf

[' und sei somit auch auf einer Umgebung von [' invertierbar.
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Daraus folgt insbesondere, dass die Anzahl K der Zwangsbedingungen gerade
ist.” Das heifit aber auch, dass die Dimension ¢ = 2n - f — K von I' gerade ist.
Man kann nun auf I' und Umgebung lokal beziiglich eines Koordinatensystems

die Dirac-Klammer einfiithren:
{F,G} ={F,G} —{F,%}Cy, {m,G}. (3.56)

Wie man durch Nachrechnen zeigt, hat sie zunéichst die Eigenschaften, die wir

von der Poisson-Klammer bereits kennen:

Antisymmetrie: {F,G} = —-{G,F}" (3.57)

Derivationsregel: {F,GR}" ={F,G}*R+ G{F,R}* (3.58)

Jacobi-Identitét: {{F,G}Y,R}* + {{R,F}*,G}* + {{G,R}*,F} = 0.
(3.59)

Aufserdem gibt es noch zwei weitere wichtige Eigenschaften:

Die Dirac-Klammer jeder Funktion F' mit einer der Zwangsbedingungen ver-
schwindet im ganzen Definitionsbereich (also nicht nur auf I') und bei einer Funk-
tion GG, deren Poisson-Klammer mit den Zwangsbedingungen auf [' verschwindet,

ist die Dirac-Klammer auf I" gleich der Poisson-Klammer.

{7, F}* =0 F beliebig (3.60)
{G,F}* ~{G,F} F beliebig, {G, v} =~ 0, Vv (3.61)

Aus der ersten Eigenschaft und der Derivationsregel kann man sofort schliefsen,
dass es moglich ist, alle Zwangsbedingungen vor Berechnung der Dirac-Klammer
iiberall gleich null zu setzen. Die zweite fiihrt, wenn man beriicksichtigt, dass

aufgrund der zeitlichen Stabilitit

d

(Vm primére Zwangsbedingungen) gilt, direkt auf eine neue Formulierung der

"Ci ist antisymmetrisch, also
det C' = det C* = det (—1C) = (—1)"det C. (3.55)

Nach Voraussetzung: det C' # 0. Also ist n gerade.
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Bewegungsgleichungen:

%F = {F,H} +u™{F, v} + aa—];
~AFH+u™y,} + aa—jz
& {F,H+u"y,}" + aa—f
= {FHY + aa—]; (3.63)

Im zweiten Schritt wurde {F, u™~,,} ~ u™{F, v} benutzt.

Nachdem uns die Poisson-Klammer auf dem Phasenraum dazu gedient hat, Cy,;
zu bestimmen, benotigen wir diese Struktur also nicht mehr und kénnen uns auf
die Dirac-Klammer beschrianken. Zusédtzlich wird die Unterscheidung zwischen
priméren und sonstigen Nebenbedingungen obsolet. Man kann zeigen |36, S.254],
dass die Dirac-Klammer nichts anderes ist als die Einschrankung der Poisson-
Klammer auf T' (oder anders gesagt, der Pullback mit der Inklusionsabbildung),
d.h. es gilt fiir zwei Funktionen F' und G auf dem Phasenraum und fiir deren

Einschrankung auf I':
{Flp, Gle} (2) ={F,G}" (2), z€l (3.64)

Kanonische Koordinaten

Es ist immer moglich |44, S. 82 ff] auf dem (reduzierten)® Phasenraum lokal um
einen Punkt z von I' ein Koordinatensystem (@, P, y) so einzufiihren, dass ¢ und
P beziiglich der Dirac-Klammer kanonisch konjugiert sind. Dabei sind (Q, P)
Koordinaten des Phasenraumes um z und 7 die Zwangsbedingungen beziiglich
r.?

(P, P} = 0, a,bzl,...,g (3.65)
{Qa, @} = 0 (3.66)
{Qa, P} = Gup- (3.67)

8Sind Zwangsbedingungen erster Ordnung vorhanden, muss man den Raum zuniichst durch
Quotientenbildung beziiglich der Eichorbits reduzieren. [47, S. 54]

9Da sich, wie man zeigen kann [47, S.11], alle mdglichen Zwangsbedingungen ~' fiir I' durch
Kombinationen der urspriinglichen v darstellen lassen, kénnen wir letztere auch beibehalten.
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(Nach (3.55) ist g/2 eine ganze Zahl.) In diesen Koordinaten verhalten sich
Funktionen auf I' also genau wie Funktionen in einem reguliren System mit
g Freiheitsgraden. Die Zeitentwicklung wird durch die Hamiltonfunktion H =
H(q(Q,P),...,11,_1(Q, P)) bestimmt, die Zwangsbedingungen sind automatisch
erfiillt und miissen nicht mehr beriicksichtigt werden.

Diese Transformation ist in den von uns betrachteten Systemen sogar global mog-

lich, was die vorkommenden Rechnungen stark vereinfacht.

3.3 Verallgemeinerte kanonische Transformationen

3.3.1 Kanonische Transformationen im Fall hoherer Ord-

nung

Die Erkenntnisse iiber kanonische Transformationen von Systemen gewdhnlicher
Ordnung konnen wieder direkt auf Systeme hoherer Ordnung iibertragen werden.
Es ist ja auch hier nur wichtig, dass wir einen Satz kanonisch konjugierter Va-
riablen und eine symplektische Struktur (Poissonklammer) auf dem Phasenraum
gegeben haben, sowie eine Hamiltonfunktion, die die Zeitentwicklung bestimmt.

Eine Transformation (g, II) — (g, II) wird also als kanonisch bezeichnet, wenn es

im neuen Koordinatensystem eine Funktion H (g, IT) gibt, so dass aus

ta n—1 d
) dty T0;,—q¥) — H(q, ..., Y Ty, .10, ;) =0 3.20
/tl Jz% jm =l (g, ..., ¢V, T, ) 3.20]
ta n—1 ~ d . ~ ~ ~
55:5/ dt Hjmaq’fjl)—H(q’,...,q’(”‘l),Ho,...Hn_l):0 (3.68)
t1 §=0

folgt. Dies ist dquivalent zu den Gleichungen

n—1 n—1
d . d _:iy= _ d _
—qUIL,, — H| — — UV, — H| = —F(¢,11, ¢, 11, ¢ 3.69
[Z 20 ] [Z pril AR L - F(¢.11,¢,T1,1)  (3.69)
j=1 7=1

und zu der Aussage, dass die Bewegungsgleichungen, die eine direkte Folge des
Hamiltonschen Prinzips (3.20) sind, auch mit H die gewohnte Form annehmen.
Man kann aulerdem zeigen, dass Transformationen genau dann kanonisch sind,

wenn sie die Poissonklammern invariant lassen [38, S. 109].
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Da die alten und neuen Koordinaten iiber einen Diffeomorphismus zusammen-
hangen, héngt F' nur von 2nf unabhéngigen Variablen ab. Durch Angabe von F
ist die Transformation und die neue Hamiltonfunktion H weitgehend bestimmt
und man kann von den verschiedenen F' auf sogenannte Erzeugende Fi bis F}
schlieffen, die jeweils von verschiedenen Koordinaten abhéngen und auf jeweils

genau eine kanonische Transformation fiithren:

F = Fi(q,q1) (3.70)
F, = Fy(q11,t) (3.71)
Fy = Fy(11,q,t) (3.72)
Fy = Fy(I1,10,1) (3.73)

Die kanonischen Transformationen bilden eine 2n- f-dimensionale Lie-Gruppe, die
symplektische Gruppe (vgl. z. B. [39, S. 259ff]). Um die zugehorige Lie-Algebra zu
finden, miissen wir uns mit infinitesimalen Transformationen beschéftigen. Also
sind fiir uns nur die Erzeugenden interessant, die auch die identische Abbildung
generieren. Das sind F und F3. Wir wihlen F), aus. Die von Fj erzeugte kanoni-

sche Transformation lautet

OF.
I, = 502) (3.74)
. OF
a5 = 81:[—2 (3.75)
Jjm
. OF.
0 =H+Z12 (3.76)

was man genauso herleitet wie im gewthnlichen Fall (fiir diesen siehe z. B. [48, S.
329]). Die identische Abbildung wird offensichtlich von

n—1
Fy=> ¢, (3.77)
j=0

erzeugt. Bei einer Transformation mit infinitesimalem Parameter 7 erhalten wir:

n—1
Fy(r) =Y ¢ + 70(g, 1) + O(7?). (3.78)
j=0

56



Analog zu (2.10) wird dann

ol 1) = - Ry(r) (3.79)

als Erzeugende der infinitesimalen kanonischen Transformation bezeichnet. Aus

(3.74),(3.75) folgt fiir die infinitesimale Transformation der Koordinaten:

70 =g 1 27w o (3.80)
Ol
_ 11
jm=1jm +TM(7'>) +0(%). (3.81)
O

Da wir nur Terme bis zur ersten Ordnung in 7 betrachten, kann man in o alle

II durch II ersetzen. Die infinitesimalen Verinderungen der Koordinaten lauten

dann
: : , 0 IT ;
5 — g9 — g =270 o 0wy (3.82)
oL,
_ do(q,I1
qm

Der infinitesimalen Erzeugenden 1" von Abschnitt 2.2.1 in differentieller Darstel-

lung entspricht also hier der Differentialoperator
T={,0} (3.84)

mit der Erzeugenden der infinitesimalen Transformation o. Fiir eine Phasenraum-
funktion G bedeutet das
.G =1{G,0}. (3.85)

Tatséchlich lésst sich jede infinitesimale Erzeugende lokal beziiglich bestimmter
Koordinaten so schreiben (Rektifizierungssatz, [36, S. 165]). Fiir Erzeugende ka-
nonischer Transformationen gilt das sogar global.

Kommen wir nun zur Lie-Algebra: Die Lie-Algebra der infinitesimalen Erzeugen-
den hatte als Lie-Klammer den Kommutator. Sind T und R zwei infinitesimale

Erzeugende, kann man den Kommutator mit (3.84) als

[T,R] = [{ o} {p} (3.86)
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= {.{o.n}} (3.87)

schreiben. Es ist klar, dass {.,.} den Vektorraum der Erzeugenden kanonischer
Transformationen zu einer Lie-Algebra macht. Die Poisson-Klammer-Relationen
der Erzeugenden infinitesimaler Transformationen sind dabei mit den Klammer-
relationen der Lie-Algebra der entsprechenden Transformationsgruppe identisch.
Fiir die Poincaré-Gruppe heift das: Es gibt (zumindest lokal um e) eine Darstel-
lung als kanonische Transformationen auf dem Phasenraum, wenn es Erzeugende
der infinitesimalen Transformation P;(q,II), J;(¢, 1), H(q,11), Gi(q,II) gibt, die
beziiglich der Poisson-Klammern {.,.} die Relationen (2.19-2.27) erfiillen. Haben
wir eine physikalische Interpretation der Phasenraumvariablen, z. B. als kartesi-
sche Ortskoordinaten von Teilchen, so ist es sinnvoll zusétzlich zu fordern, dass
die Variablen (¢) geméf (2.15, 2.16, 2.17, 2.18) transformiert werden, dass also
Pi(q,11), J;(q,11), H(q,11), G;(¢,IT) die Erzeugenden von rédumlicher Translation,
rdaumlicher Drehung, Zeittranslation und spezieller Lorentztransformation sind
(auf die Transformationseigenschaften der Impulse kann man dann, wenn nétig,

aus (3.7) schliefen). Man sagt in diesem Fall, die Theorie sei Poincaré-invariant.

3.3.2 Verallgemeinerte kanonische Transformationen

Transformationen, die die Dirac-Klammer invariant lassen, werden verallgemei-
nerte kanonische Transformationen genannt. Auch sie lassen sich stets aus Erzeu-

genden infinitesimaler verallgemeinerter kanonischer Transformation o gewinnen:
.G =71{G,o}". (3.88)

Solche Transformationen dndern die Zwangsbedingungen wegen (3.60) nicht, ins-

besondere lassen sie die Zwangsbedingungsfliche invariant:

RS o} = 0. 3.89
w=r{m ot = (3-89)
Aus (3.61) lesen wir eine weitere Eigenschaft ab: Offensichtlich ist eine Erzeugende
beziiglich der Poisson-Klammer, die die Zwangsbedingungen invariant ldsst (also
{o,7} = 0), auch eine Erzeugende einer verallgemeinerten kanonischen Trans-
formation beziiglich der Dirac-Klammer. In diesem Fall gilt ja {o,.} = {o,.}*.

Dies ist tatsdchlich ganz allgemein giiltig: Kennen wir eine Erzeugende auf dem
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gesamten Phasenraum (das ist z. B. fiir P; und J; der Fall), so kann die Erzeu-
gende auf I' geméfs (3.64) durch simples Einschrénken oder Benutzen der Dirac-
Klammer gewonnen werden. Umgekehrt ist es stets moglich (wenn auch nicht
immer sinnvoll), eine verallgemeinerte kanonische Transformation auf I zu einer
kanonischen Transformation des Phasenraumes zu erweitern |45, S. 124], die so
konstruiert wird, dass ihre Poissonklammern mit den Zwangsbedingungen auf I'
verschwindet, ' also invariant bleibt.!? Es ist aber zu beachten, dass trotz dieser
Zusammenhénge die verallgemeinerten kanonischen Transformationen normaler-
weise keine Untergruppe der kanonischen Transformationen auf dem gesamten
Phasenraum bilden, sondern eine eigene Struktur haben, weil die Variablen (g, IT)
im Allgemeinen nicht kanonisch sind. Wegen 3.2.2 gilt aber, dass man lokal stets
solche kanonische Koordinaten findet. Fiir Transformationen nahe der Identitét,
ist die Struktur also gleich, so dass eine Untergruppe vorliegt |45, S. 131|. Im Fall
der von uns betrachteten Systeme gelingt es sogar, global zu kanonisch konju-
gierten Koordinaten iiberzugehen, dass heifst, die verallgemeinerten kanonischen
Transformationen sind eine g-dimensionale Untergruppe der 2n - f-dimensionalen
Gruppe der kanonischen Transformationen des gesamten Phasenraumes.

Wie ist die Beziehung der Lie-Algebra einer Gruppe von kanonischen Transfor-
mationen zur Dirac-Klammer? Zunéchst ist klar, dass die Dirac-Klammer die
Funktionen auf I' zu einer Lie-Algebra macht. Da die infinitesimalen Trans-
formationen nahe der Identitédt liegen, konnen wir zu kanonisch konjugierten
Variablen iibergehen und dort genauso argumentieren, wie im vorherigen Ab-
schnitt 3.3.1, um danach wieder zu den iiblichen Variablen zuriickzukehren: Die
Dirac-Klammer-Relationen (der Lie-Algebra) der Erzeugenden verallgemeinerter
kanonischer Transformationen entsprechen genau den Klammerrelationen der Lie-

Algebra der Gruppe.

3.3.3 Eine geometrische Sicht der Dinge

In diesem Abschnitt konnen wir dank der allgemeineren geometrischen Sprech-
weise den singuldren und nichtsingularen Fall gemeinsam behandeln. Es soll ange-
nommen werden, dass wir eine g-dimensionale Mannigfaltigkeit M, mit g gerade

(also z.B. den 2n - f-dimensionalen Phasenraum oder I') gegeben haben. Dar-

0Tm Gegensatz zur Erzeugenden beziiglich der Dirac-Klammer wird aber nicht mehr jede
Flache mit konstantem - invariant gelassen.
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auf moge eine symplektische Form gegeben sein (in Koordinaten: Poisson- oder
Dirac-Klammer), also eine schiefsymmetrische, geschlossene und nichtausgeartete
Zweiform w.'! (Dies ist im singuléren Fall dann moglich, wenn man die Eichorbits
herausgeteilt hat oder keine Zwangsbedingungen erster Klasse vorkommen.) In

lokalen Koordinaten ist w nach dem Satz von Darboux stets als

9/2
w= Z da® A da9/*k (3.90)
k=0

schreibbar. Diese Koordinaten bezeichnet man dann als kanonisch (vgl. 3.2.2).
Nun benétigen wir den Begriff des Hamiltonschen Vektorfeldes: Ein Vektorfeld
wird Hamiltonsch'? genannt und mit X bezeichnet, wenn es eine Funktion F auf

dem Phasenraum gibt, so dass
w,(Xp(2),v) =dF(z) -v (3.91)

fiir alle v € T, M gilt also lokal in kanonischen Koordinaten

OF OF 0 OF 0
Xr(q,p) (_ 25) 9. 90 90 n (3.92)
oder
(dG - Xr)(q,p) = {G, F}(q,p). (3.93)

Die Poisson-Klammer zweier Funktionen ist in koordinatenfreier Schreibweise also
als
{F,G}(2) = w(Xr, X6)(2) (3.94)

gegeben. Sie macht den Raum der Funktionen auf M, F(M), zu einer Lie-Algebra.
Man kann zeigen, dass der Fluss eines Hamiltonschen Vektorfeldes stets symplek-
tisch /kanonisch ist, also die Transformation die symplektische Struktur bzw. die
Poisson- oder Dirac-Klammer erhélt [36, S. 167].

Wie wir gesehen hatten (2.2.3, (2.38)), waren die infinitesimalen Erzeugenden

geometrisch Vektorfelder £, auf M. Die durch sie erzeugten infinitesimalen Ver-

UFiir eine geometrische Betrachtung des Ubergangs vom Lagrange- zum Hamiltonformalis-
mus im singuldren Fall hoherer Ordnung siehe [46].
2Der Name resultiert wohl aus der moglichen Darstellung der Hamiltonschen Gleichungen

als (Iq)) =Xy
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danderungen von Objekten waren durch die Lieableitung entlang des Vektorfeldes
gegeben.

Nehmen wir nun an, dass die infinitesimalen Erzeugenden &,;, 057, {3y Hamil-
tonsche Vektorfelder zu Funktionen =, © bzw. Z sind. Fiir den Kommutator

[€ar, O0r] = Car gilt, wie man in lokalen Koordinaten leicht nachrechnet.!3:
Xz = Qu = [§u,0u] = [Xz, Xo] = X (=0 (3.95)
Und wegen der Eindeutigkeit von F:
Z=—-{5,0} (3.96)

Mit (3.95) und (3.96) konnen wir daher folgern:
Die Abbildung

F(M) — X(M)

(3.97)
F— XF

ist ein Liealgebren-Antihomomorphismus. Aus einer Lie-Klammerrelation der Lie-
Algebra einer Liegruppe [, 0] = ¢ (vgl.(2.34)) folgt mit (2.39) und (3.97) also eine
Poisson-(Dirac-)-Klammerrelation der Erzeugenden der entsprechenden Transfor-
mation {Z,0} = Z.

3.4 Erzeugende auf Systemen von Teilchen

3.4.1 Die Erzeugende H

Wir betrachten hier ein System von N Punktteilchen, deren Trajektorien x,;(t)
im Phasenraum gegeben sind. Dabei sind z, physikalisch die Ortskoordinaten
des a-ten Teilchens in einem kartesischen Koordinatensystem.

H ist die Erzeugende der infinitesimalen Zeittranslation. Im Phasenraum ent-
spricht dies (in unserer aktiven Interpretation) einer infinitesimalen Translation

jedes Teilchens entlang seiner Trajektorie. Die Erzeugende der (verallgemeiner-

I3Eleganter und auch fiir unendliche Dimensionen geeignet, ist die Benutzung der Jacobi-
Identitét [36, S. 347]
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ten) kanonischen Transformation H ist damit durch

d

5,z = T%x(a’;) = 7{a® H} (3.98)
d

0 e = T%Hkai = T{Hkaia H}(*) (3-99)

gegeben. Nach den Bewegungsgleichungen (3.23) bzw. (3.63) ist H (wie von der

Notation schon vorweggenommen) die Hamiltonfunktion des Systems. Da die

Hamiltonfunktion numerisch gleich der Gesamtenergie des Systems ist, bedeutet
der verschwindende Kommutator { H, H} = 0 geméf

d oH

0,H=17—H=71{H,H — =0 3.100

T 74 YT 5 ( )

bei nicht explizit zeitabhédngiger Funktion H, dass die Gesamtenergie des Systems

erhalten ist.

3.4.2 Die Erzeugenden P, und J;

P; und J; sind physikalisch die Erzeugenden der rdumlichen Translation in Rich-
tung der i-ten Koordinatenachse bzw. der entsprechenden rdumlichen Drehung.
Die (skalaren) Koordinaten z* und die kontravarianten verallgemeinerten Ge-
schwindigkeitsvektoren transformieren sich unter einem Diffeomorphismus lokal
wie o (2*) bzw. zOF = %’“Tix(”“, (I > 0). Fiir ein Teilchen a mit Ortsvektor z,
und Geschwindigkeiten M folgt damit im Fall der infinitesimalen Translation
um ¢ (Translationsvektor) bzw. der infinitesimalen Drehung um ¢ (Drehachse

und Drehwinkel):

3

€ = 651‘,“' = Zﬂg{l‘ai, Pk} (3101)

k=1

3

0 = dal) =Y afal), P}, 1>0 (3.102)

k=1

3 3
Z SOkazyx,(;,T) == 6901‘5:7) = Zg@k{l‘gzn), Jk}, m Z 0. (3103)

j,k):l k=1
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Dabei bezeichne Jj;; die 3 x 3-Matrixdarstellungen der infinitesimalen Erzeugen-

den J; , (vgl.(2.14)). Die Impulse sind kovariante Vektorfelder'*, transformieren

!
. . 123 . .. . .
sich also wie IL,;,, = %fc 11, 7, insbesondere skalar unter raumlicher Translation

der Koordinaten. Im Fall der Drehung R, der Teilchenpositionen (aktive Interpre-

tation) lautet die Transformation:

!
Hm at

=g Ry m=0,...,n—1. (3.104)

Betrachten wir die Komponenten I1,,,; lediglich als skalare Funktionen auf dem
Phasenraum, so kann obige Gleichung wegen der Orthogonalitit der Drehmatrix
als

twai = Rijllyaj m=0,...,n—1 (3.105)

mai

geschrieben werden.!® Es gilt dann

3 3
Z Ok Jrijllmaj = 0plly 0 = Z@k{nmaz‘, Ji}- (3.106)
k=1

J,k=1

Benutzt man die Antisymmetrie von Jy,;, ergibt sich

3
aJ,
o aihij = — s (3.107)
J (m)
i=1 axaj

Die Erzeugenden der kanonischen Transformation P und J sind damit durch die

Differentialgleichungen

8Pk 8Pk
o, = Oikdom, pal 0 (3.108)
aHmai - Jkijxaj ) axfgb) = HmaiJk;ij (3109)

auf dem Phasenraum gegeben. Auf einem zusammenhéngenden Phasenraum (wie

er bei unseren Systemen vorliegt'®), sind P; und J; damit bis auf eine Konstan-

Dies gilt offensichtlich wegen (3.7) auch fiir die II,, (vgl. den Begriff der Faserableitung,
[38, S. 257], [36, S. 191])

15Das entspricht der Transposition der Gleichung (die Metrik ist flach).

16Der Phasenraum ist bei uns eigentlich nur eine Mannigfaltigkeit, da ry5 = 0 wegen des dort
singuldren L bzw. H ausgeschlossen werden muss. Wir haben es also mit R*\ {0} x R'?"~3 zu tun
(wie man durch Ubergang zu den Koordinaten x; & x5 sofort sieht). Ist dort ein Weg gegeben,
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te eindeutig. Sie kénnen durch direkte Integration von (3.108, 3.109) ermittelt
werden. Die Konstante kann mit Hilfe der Poincaré-Algebra (2.20, 2.21) fixiert

werden. Wir erhalten dann als eindeutige Losung

N

Bo= ) Mo (3.110)
a;l n—1 3 N n-1 3

Ji = Z Z Z HmakJiijfz?’z) = Z Z Z 5ijk$g?)nmak. (3.111)
a=1m=0j k=1 a=1 m=0 j k=1

Die Grofen P und J sind also der Gesamtimpuls und der Gesamtdrehimpuls bzw.
deren Verallgemeinerungen. In einem Poincaré-invarianten System sind diese nach
(2.22) und (2.23) erhalten.

Man kann P und J im gewdhnlichen Fall mit Variablen (24, ps = I[lp4) auch
ohne Annahmen iiber die Transformation der Impulse weitgehend festlegen:

Aus (3.101, 3.103) folgt, dass P; und .J; héchstens um eine Funktion von z,; von
der Standardform (3.110, 3.111) abweichen. Diese Funktion kann durch eine ka-
nonische Transformation, die lediglich die Impulse p, nicht aber die (physikalisch
als Ortskoordinaten interpretierten) = verdndert, entfernt werden [50], [7].

Bei den von uns in Teil IT betrachteten Systemen ist es nicht schwer zu sehen,
dass (3.101)—(3.103) sowie (2.22), (2.23) zusammen mit der entsprechenden Ha-
miltonfunktion die Grofen P und J bis auf eine Konstante bestimmen, die dann
durch (2.20) bzw. (2.21) fixiert wird (vgl. Abschnitt 5.3).

3.4.3 Die Erzeugende G;

Die physikalische Interpretation der G; als Erzeugende der infinitesimalen Lo-
rentztransformation erlaubt es uns, die Wirkung auf die Teilchenkoordinaten x,;
zu ermitteln [1]. Aus der Differentialoperator-Darstellung (2.15) erhdlt man mit

dem dreikomponentigen Parameter v (Geschwindigkeitsvektor) fiir die Koordina-

kann er senkrecht in R*\{0} projiziert werden (die Projektion ist stetig) und dort wegen des
einfachen Zusammenhangs von R*\{0} zusammengezogen werden. Der Phasenraum ist damit
sogar einfach zusammenhangend und wir haben nach [49, S. 45] Existenz und Eindeutigkeit der
Losungen bis auf eine Konstante.
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ten:

3 3
1 1
0 _ _
7= E v;T; & 0t = —= E V;T; (3.112)
J=1 j=1
dr; = ——vr’ & dx; = —uit. (3.113)
c

(Wir werden die raumlichen Indizes ab jetzt stets als untere Indizes schreiben.)
Ein Teilchen a, das sich vor der Transformation zur Zeit t am Ort x,; befand, ist
in unserer aktiven Interpretation nach der Transformation zur Zeit ¢, = t + dt,
am Ort 2!, = x4 + 0x4. Es gilt also fiir die Trajektorien:

2l () = Tai(t) + 0xai = Tai(t) — vst. (3.114)

ar\"a

Da wir die Lorentztransformation aktiv betrachten, haben wir das urspriingliche
Inertialsystem aber gar nicht verlassen (sondern nur die Teilchen angeschoben)
und daher muss die Zeitkoordinate ¢/, die Zeitkoordinate des urspriinglichen In-
ertialsystems sein. Insbesondere ist der korrekte Zeitparameter der Trajektorie ¢

und wir miissen in (3.114) ¢ zugunsten von ¢/ eliminieren:

3 3
1 1
Toi(ta) = Tas (tg +5 > vja:aj(t)> - (t;+ =z ) vja:aj(t)> v; (3.115)
= =

1
N ZWW Vigi (1) — vt + O(v?). (3.116)

Da wir nun alles durch die Zeit im urspriinglichen Inertialsystem ausgedriickt
haben, konnen wir fiir diese auch wieder das iibliche ¢ schreiben bzw. als Argument
von x, weglassen.

Fiir dz und die Erzeugende der (verallgemeinerten) infinitesimalen kanonischen

Transformation G, ergibt sich also

3
5vxai = Zvj{xai,Gj}(*) (3117)
j=1
° 1
= Z’Uj (gxajiai — 6zjt> . (3118)
j=1
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Mit der Bewegungsgleichung iq; = {24, H}*) erhalten wir den als Weltlinienbe-

dingung bezeichneten Ausdruck!”

1
{01, G} = g {was, H}) — . (3.119)

Die Weltlinienbedingung wird zusammen mit der Poincaré-Algebra geniigen, um
G, fiir die von uns betrachteten Systeme eindeutig zu bestimmen (wenn wir for-
dern, dass F; und J; die Erzeugenden der rdaumlichen Translation und der raum-

lichen Drehung sind).

Es erweist sich hiufig als zweckmifig, mit K; = G; + P;t statt mit G; zu rechnen.
Aufgrund von (2.19, 2.20, 2.21, 2.27) erfiillt K; dieselben Klammerrelationen wie

G, ist aber nicht mehr explizit zeitabhéngig (und keine Erhaltungsgrofe), wenn

0G; _

o —P; sein und aus

G; Erhaltungsgrofe ist: In diesem Fall muss wegen (2.25)
der Definition von K; folgt % =

Die Weltlinienbedingung lautet mit der ersten Hélfte von (3.108) fiir K

* ]‘ *
{xaiaKj}( ) = gl‘aj{xaia H}( ) (3120)

!"Die Weltlinienbedingung enthilt also die in der Poincaré-Algebra nicht vorkommenden
Grofen x und t.
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Teil 11

Anwendungen
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Vorbemerkung

In diesem Teil werden die Erzeugenden der Poincaré-Gruppe fiir post-Newtonsche
und post-Coulombsche Zweiteilchen-Systeme ermittelt, wobei die Wirkung auf
die Ortskoordinaten (fiir H, J, P auch auf die Impulse) der Teilchen voraus-
gesetzt werden (vgl. Abschnitt 3.4) Es wird verifiziert, dass diese beziiglich der
Dirac-Klammer eine Poincaré-Algebra bilden. Im post-Newtonschen Fall wird
die Rechnung bis 3pN durchgefiihrt, wobei dissipative Anteile (2.5pN, 3.5pN)!®,
durch die zeitabhéngige Zwangsbedingungen auftreten wiirden, nicht beriicksich-
tigt werden (vgl. Abschnitt 1.3). Im post-Coulombschen Fall werden ebenfalls
dissipative Terme vernachlissigt (1.5pC, 2.5pC). Die Berechnung wird bis 2pC
durchgefiihrt (zur Begriindung vgl. Abschnitt 1.4).

Wir beginnen mit der Ableitung der bekannten Ergebnisse der 0-ten Ordnung (wo
wir schon einen Teil der Methoden, die wir spater bendtigen werden, anwenden
konnen) und gehen sukzessiv zu den hoheren Approximationen iiber. Da dabei
nur konservative Terme, d.h. Terme in geraden Potenzen in %, beriicksichtigt
werden, wollen wir zur Vereinheitlichung festlegen, dass wir Gleichungen in n-ter
Niherung stets als modulo 1 giiltig ansehen'.

Alle Grofen werden in harmonischer bzw. Lorentz- Eichung berechnet (vgl. Ab-
schnitt 1.2, insbesondere 1.2.2; 1.2.4), um die manifeste Poincaré-Invarianz zu
erhalten (Abschnitt 2.1.1). Manifest Poincaré-invariante Lagrangefunktionen mit
endlich vielen Freiheitsgraden, die aus klassischen Feldtheorien abgeleitet werden,
enthalten aber ab Ordnung £? = C% stets hohere Ableitungen in der Ortskoordi-
nate [2| (fiir beliebige Lagrangefunktionen gilt dies ab €® = % [51]). Ab 2pN/2pC
miissen wir also mit Lagrangefunktionen hoherer Ordnung arbeiten.

Da wir uns im Falle npN bzw. npC unter der gemachten Voraussetzung algebra-

18Diese lassen sich durch explizit zeitabhingige Terme in die Lagrangefunktion integrieren.
“Die Ergebnisse sind aber modulo —r giiltig.
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isch auf R[%|/[=vz] befinden? und die Terme mit héheren Ableitungen auch
in hoherer Ordnung auftreten, ist die Hesse-Matrix der Lagrangefunktion nicht
invertierbar. Die Systeme sind also singuléir.?!

Die fiir die post-Newtonsche Néherung ermittelten Ergebnisse kénnen, als Funk-
tionen von 2 und 2" ausgedriickt, mit einer Arbeit von V. Andrade, L. Blanchet,
G. Faye [32| verglichen werden, in der die Grofken H, P;, J; und G; mit Hilfe ei-
ner Verallgemeinerung des Noether-Theorems als Integrale der Bewegung aus der

3pN-Lagrangefunktion gewonnen werden.

20Also dem Ring der Polynome in % modulo Terme in .

21 Fiir eine Herangehensweise unter Benutzung gewohnlicher Lagrangefunktionen ohne mani-
festen Poincaré-Invarianz siehe [52].
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Kapitel 4

Newtonsche und Coulombsche

Zweitellchen-Systeme

4.1 Lagrangefunktionen

Die Lagrangefunktionen eines Newtonschen Zweiteilchen-Systems bzw. eines Cou-

lombschen Zweiteilchen-Systems sind durch

L r . 1 mym

LopN(a?l, T2,T1, 372) = Emla:% + imga?% + G 1 (41)
L r . . er€e

LOpC(fL'I; T2,T1, ZL‘Q) = imlw? + §m2x§ - % (42)

gegeben. Dabei bezeichnet /5 die Ortsvektoren des 1. bzw. 2. Teilchens (um
diese Interpretation herauszustellen, wird statt ¢ hier x geschrieben), &/, die
Geschwindigkeitsvektoren und r = |z, — z3| den Abstand der Punktteilchen.
Als Hesse-Matrix erhalten wir in beiden Fillen:

0?L
O 4; Ty

Haiyoj) = = Madabdij- (4.3)

Die Systeme sind offensichtlich nichtentartet, sofern die beiden Massen ungleich
Null sind.
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4.2 Hamiltonfunktionen

Da die Hesse-Matrix invertierbar ist, kann man ohne Schwierigkeiten zum Hamilton-

Formalismus iibergehen. Die kanonischen Impulse lauten

oL
B 8i‘ai

DPai - ma,j/‘ai (44)

und die Poisson-Klammer zweier Funktionen ist

2 3

{fLa}=>_>" oF 99 _ 99 Of (4.5)

amai apaz' a amai apaz' .

a=1 =1

Die Hamiltonfunktionen ergeben sich dann aus der Legendretransformation
H =Y d,(¢,0)pm — L(g,4(q,p)) (4.6)

zu

2 2
mym
p1+p2_G12

HOpN(l“l,l“zaplam) 2my 21y - (4-7)
2 2
P P eLe
Hopo(z1, 22, p1,p2) = 2772 +277i + 17“2- (4.8)
1 2

Die physikalische Interpretation dieser Grofen als Gesamtenergien legt es nahe,
hier bzw. schon zu L die Ruhemassenenergie (m; + my)c® hinzuzuaddieren. Dies
ergibt sich auch aus der Forderung, dass die Poincaré-Algebra fiir ¢ — oo in
die Galilei-Algebra iibergeht. Die Dynamik dndert ein solcher additiver Term
nicht, wir miissen aber bedenken, dass wir uns damit strenggenommen nicht mehr
auf dem R[e] befinden. Da der Term nur mit e = 1/¢* in die Gleichung (2.27)
eingeht (und ansonsten als Konstante verschwindet), resultieren hieraus keine
Probleme. Wir wollen zur Vereinfachung der weiteren Argumentation (2.27) ein

wenig modifiziert als

1
(Gi P} = 05(M + < H) (2.27)

(M = my + my) schreiben und obige Funktionen L und H ohne den additiven
Term beibehalten.
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4.3 Die Erzeugenden P, J; und G;

Aus den Transformationseigenschaften der Koordinaten x,;,p,; unter Drehung
und Translation folgt, dass P; und .J; beziiglich der Poissonklammer (4.5) durch
Gesamtimpuls und Gesamtdrehimpuls gegeben sind (vgl. Abschnitt 3.4.2):

2
Pio= > pa (4.9)
a=1

2 3
Ji = Zzﬁijkﬂﬁajpak- (4.10)

a=1 jk=1

Die Invarianz der Hamiltonfunktion unter Translationen und Drehungen (2.22,
2.23) ist also dquivalent zur Erhaltung des Gesamtimpulses und des Gesamtdre-

himpulses in der Zeit.

G; ist im Grenzfall ¢ — oo, also bei Vernachlissigung aller 1/c-abhéngigen Terme,
physikalisch eine infinitesimale Galilei-Transformation. Das Verhalten der Koor-
dinaten z,; unter dieser Transformation erhilt man nach der in Abschnitt 3.4.3
geleisteten Vorarbeit am einfachsten aus der Weltlinienbedingung. In 0. Ordnung

ergibt sich aus (3.119) die Differentialgleichung

{l‘ai, G(o)]} = —6Z'jt (411)
0G (0);
“70s —6;t. 4.12
apaz' J ( )

(Durch eine Transformation mit Parameter v; wird zu jeder Teilchengeschwin-
digkeit eine infinitesimale Geschwindigkeit —wv; hinzuaddiert.) Fiir G(oy; ergibt

sich

2
Gyi(@,p) = Gyilz) — Zpait = Goyi(r) — Bit. (4.13)
a=1

Die Abhingigkeit von der Ortskoordinate wollen wir nun mit Hilfe der Pois-
sonklammer-Relationen bestimmen: Wie bereits erwdhnt (vgl. Abschnitt 4.2),
gelangt man durch ¢ — oo von der Poincaré-Algebra (2.19)-(2.26), (2.27") zur
Galilei-Algebra:

P,P) = 0 (4.14)
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4.21
4.22

Ji, G(O)j] = GijkG(o)k

P, Ji] = €l (4.15)
(i, Jj] = €ijidk (4.16)
[H,Pj] = 0 (4.17)
[H,J;] = 0 (4.18)
(G Gyl = 0 (4.19)
Goi. H = B (4.20)
(4.21)

(4.22)

G Pl = 0yM
(Summe iiber £ = 1 bis 3) mit der Gesamtmasse des Zweiteilchen-Systems M =

my +my [53, S. 164ff], [1]. Aus (4.20) folgt nach Einsetzen von (4.13) fiir Goyi(«)
mit den Hamiltonfunktionen (4.7) oder (4.8):

3 3
P P
Py ={Gy(z), H} =) m—li{G(o)i(fr),pu} +) mi;{G(o)i(x),ij} (4.23)
j=1 j=1

und wegen der Unabhéngigkeit der Koordinaten x;, py;:

{Gi(z),pe;} = diymg, a=1,2 (4.24)
I S =1.2. 4.2
axaj 57,]ma7 a ) ( 5)

Durch direktes Integrieren der partiellen Differentialgleichungen (4.12, 4.25) kann
man eine Losung
Go)i = muz1; + moxg; — Pt (4.26)

ermitteln. Tatséchlich ist diese Losung eindeutig: Sei nidmlich G eine weitere
Losung mit G, = G(o); + fi- Dann folgt aus (4.12, 4.25), dass f; = const. Aus
(4.21) ergibt sich dann

0={J fi} ={, GI(O)j - G(O)j} = ‘fijk(Gl(o)k - G(O)k) = €ijifk; (4.27)

also f; = 0 oder GI(O)i = G()i- Man verifiziert durch Einsetzen, dass von (4.26)
auch die Gleichungen (4.19, 4.21, 4.22) erfiillt werden. Durch (4.26) ist daher die
Erzeugende Gy der Galilei-Transformation gegeben, also die Erzeugende der

Lorenztransformation bis zur nullten Ordnung.
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Man liest aus (4.26) ab, dass Gg); physikalisch als Anfangsort des Schwerpunktes
interpretiert werden kann, wiahrend Ky = G(g); + it die Schwerpunktkoordinate
zu jedem Zeitpunkt angibt. Die Erhaltung von G gy,

dG(g)i
dt

Gy _
Ot (4.20,4.26)

={G,H} +

(4.28)

besagt, dass sich der Schwerpunkt in einem Galilei-invarianten System gradlinig

gleichférmig bewegt.
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Kapitel 5

Zweiteilchen-Systeme in erster
Naherung (1pN, 1pC)

Alle Relationen dieses Kapitels sind - soweit nicht anders vermerkt - Relationen
auf R[%]/[%], gelten also modulo Terme mit 4. "Fy ¢ bezeichnet die n-te post-
Newtonsche/Coulombsche Ordnung einer Grofe F', F,,n/c die Grofe bis zur n-
ten post-Newtonschen/Coulombschen Ordnung berechnet. Skalarprodukte zweier

Vektoren u, v werden als (uv) geschrieben!.

5.1 Lagrangefunktionen

Die 1pN-Lagrangefunktion (Einstein-Infeld-Hoffmann-Lagrangefunktion) zweier
gravitierender Punktteilchen ist unabhéngig von der benutzten Eichung gegeben

durch [54], |4, S. 547|

1
Lle == LOpN + g 1LN. (51)

Der Anteil erster Ordnung lautet explizit:

1 . 1
Iy = gmlx‘f + g’l’ﬂgﬂ?%

i Gm1 mo

(3(&7 4+ @3) — T(&142) — (n121) (na2ds)) (5.2)

_ G3(m1m2(m1 + m2)
2r2

'Wir folgen damit der Notation in [32].
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r1—T2
r .

Die Darwinsche Lagrangefunktion |21, S. 691, [55] eines Zweiteilchen-Systems in

mit Nio =

1pC-Néherung erhalten wir aus (1.57) zu

1

Lipc = Lopc + 2 Lo (5.3)
1 1
1LC - gmll'% + ngZC%
erey . . . . , (5.4)
+ o ((Z122) + (Z1m12) (T2n12)) -

Die Terme, die nur eine Teilchenvariable enthalten, resultieren aus der speziell
relativistischen Bewegung der freien Teilchen, sie sind beiden Lagrangefunktionen
(wie schon im Newtonschen Fall) gemeinsam.
Als Hesse-Matrix erhalten wir

0?L 1

—_— = maéab&j + g lHai bj- (55)

Heyivg =
J aTaixbj

(wobei die erste Ordnung fiir 1pC und 1pN verschieden ist). Als Folge der In-

vertierbarkeit in nullter Ordnung ist dies auf R[5]/[%] stets invertierbar.? Die

Systeme sind also nichtentartet.

5.2 Hamiltonfunktionen

Die kanonischen Impulse ergeben sich aus (4.4) zu

1
1pN:  Pui = Malias + — 22, (5.6)
C

lpC: Pai = ma:tai + ——2= j;‘az' (57)
C

Dabei bezeichne a' die Nummer des von a verschiedenen Teilchens. Die zugehd-

rigen Hamiltonfunktionen (Einstein-Infeld-Hoffmannsche Hamiltonfunktion bzw.

B R . . . -1 _ 1 B 1r7—1 : =1 _ _ 177 ...
Als inverse Matrix ergibt sich H bj = m—a(Sab(LJ + Ha,ibj7 mit mg,my Hm.bj = —"Hipi-
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Darwinsche Hamiltonfunktion) lauten nach (4.6) (vgl. [4, S. 595],[55]):

1
Hipx = Hopx + '"Hy (5.8)
1
Hipe = Hope + 3 'He (5.9)
g _Lp _1lpt
8 m23 8 m13
1 G m1p22 7"121912
—— |7 -3 -3 5.10
+ 211 (p1p2) . m + (p2n12) (prmaz)| ( )
1 G2m1m2 (m1 + mg)
2 7‘122
. Ipt 1pt
He = - Q-3 Q.3
8 my 8 mo (5 11)
1 €1€2 )

5.3 Die Erzeugenden P,, J; und G;
Fiir P; und J; ergibt sich nach Abschnitt 3.4.2
2
Pro= ) D (5.12)
a=1
2 3
Ji = Z Z Gijkxajpak- (513)
a=1 j k=1

Die Gleichungen der Poincaré-Algebra (2.19-2.27’) sind nun als Gleichungen auf
R[%]/[2] aufzufassen. Bis zur 1. Ordnung sind Gesamtimpuls und Gesamtdre-
himpuls wegen (2.22, 2.23) erhalten.

Die Weltlinienbedingung (3.119) lautet im Falle 1pN/1pC:

1
{#ai, Gys} = g%j{%i, H)} — 044t (5.14)
Die nullte Ordnung dieser Gleichung ist

0%, _
apai B

—d;5t (5.15)

77



und die erste Ordnung lautet

9'G,
apai

= ZL‘aj{ZL‘ai, H(o)} (516)
Fiir die nullte Ordnung von Gleichung (2.25) der Poincaré-Algebra erhalten wir
P, ={'G;,H} (5.17)

und als erste Ordnung ergibt sich:

{1Gi,H }+{0Gi, 'H} =0 (5.18)
2 3
pa] alGaJ BH {0 1
- G;, 'H} (5.19)
Z ; m, 833,1] az; ; Opa; 833,1]

Aus den nullten Ordnungen der beiden Gleichungen folgt zusammen mit der
nullten Ordnung von (2.25)
GCxyci = Gy (5.20)

(vgl. (4.26)). 'G; kann ermittelt werden, indem man diese Funktion zunichst in
zwei Teile aufspaltet 'G; = G;(x, p)+'G;(z). Der p-abhéingige Teil wird mit (5.16)
ermittelt, der verbleibende Teil 'G;(z) mit (5.19).

In den Fallen 1pN und 1pC erhélt man als Losungen

1
Gipni = Goyi + 2 "Gy (5.21)
1
GlpCz - G(O)z + g 1GCi (522)
1 p? 1 p? 1 Gmim
Gri = 5%133” * 55233% D) — (w1 + ) (5.23)
1 2
1 p? 1 p2 leje
Go = iﬁllxh + iﬁzxm + 5%(5151; + X9;). (5.24)

Durch Einsetzen kann man verifizieren, dass Gipn; und Gipe; zusammen mit
P;, J; und der entsprechenden Hamilton-Funktion auch die iibrigen Gleichungen
der Poincaré-Algebra erfiillen.

Diese Losungen sind eindeutig: Fiir die nullte Ordnung folgt das aus Abschnitt
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4.3. Nehmen wir an, es existiere noch eine weitere Losung G(1)» die sich in der
ersten Ordnung unterscheidet: 'G% = 'G; + 'f;. Da beide Groken Losungen von
(5.16) sein sollen, konnen wir sie in diese Gleichung einsetzen und die Differenz
bilden. Es ergibt sich ,

also 'f; = f;(z). Danach setzen wir 'G’ und 'G; in (5.19) ein, bilden die Differenz
und beriicksichtigen f; = 1f;(x):

2 2 3
Py DG, — 1Gy) oG — 1Gy) Ol
z_; Z: m_i 8xa] - z_: Z: apa] ama]
a=1 j=1 a=1 j=1
2 3
Paj O'fi(x)
2; mi a% = 0, (5.26)

was % = 0 oder !f; = const impliziert, da die Tqi, Pp; unabhingige Variablen
aj

sind und daher der p-unabhéngige Vorfaktor eines jeden p,; in (5.26) verschwinden

muss.

Die erste Ordnung von Gleichung (2.25) ergibt

3 3
0={J;, 'fi} = {J, G} = 'Gj} = > (Gl = 'Gy) =) e 'fiy  (5:27)
k=1

k=1

also 'f; = 0 oder Gl = G-
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Kapitel 6

Zweiteilchen-Systeme in zweiter
Naherung (2pN, 2pC)

Abgesehen von den Abschnitten 6.2 und 6.3 sind die Relationen dieses Kapitels

Relationen auf R[%]/[Z5], gelten also modulo Terme mit .

6.1 Lagrangefunktionen

Die 2pN-Lagrangefunktion fiir zwei Teilchen wurde zuerst von T. Damour [56]
spéater von S. Kopeikin [57] abgeleitet. Fiir eine Dreiteilchen-Hamiltonfunktion
konnte die Hamiltonfunktion in ADM-Eichung von G. Schéfer [58] ermittelt wer-
den. Wir werden uns auf zwei Teilchen beschrianken. Die Lagrangefunktion von
Kopeikin enthélt quadratische Terme in den Beschleunigungen, die in der von
Damour mit Hilfe von Doppel-Null-Termen (vgl. Anschnitt 6.3) eliminiert wor-
den sind. Beide Lagrange-Funktionen unterscheiden sich zusétzlich durch eine
totale Zeitableitung. Wir benutzen hier die Lagrangefunktion von T. Damour.
Die 2pC-Lagrangefunktion lédsst sich wieder aus (1.57) ableiten. Beide haben die
Struktur

szN($1,332,331,$2,331,332) = Lle(3317$2,331,332)

1 .
+E2LN(:E17$27$17$27$17$2) (61)

Lopc (w1, w9, @1, &9, 81, 82) = Lipe(y, 22,21, 39)

1 .
+EQLC($17$2737173727$17$2) (6.2)
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mit Ly + 'Ly = Lipy und “Le + 5 'Le = Lipe. Der explizite Ausdruck fiir
Ly findet sich in Anhang B, 2L¢ lautet

1 .
’L¢ :Emlx?

+ §€1€2 [(7112551) (n12x2)2 + 2 (E182) (nods) — 45 (n12331)]

1 €1€9

16 r [2 (d1d2)° — @705 + 287 (n12d2)” — 3 (na2dn)? (n1ada)’]

+ Tgeee” [(n12d1) (n12dia) — 3 (E132)]

+1¢2. (6.3)

Die Beschleunigungen treten in der Ordnung 6—14 auf, die Hesse-Matrix

102 Lyc

Haib' =
J C4 8:L‘aiall‘bj

(6.4)

ist auf R[%]/[=5] nicht invertierbar. Es liegt also ein singuldres System hoherer

Ordnung vor. Da die Beschleunigungen linear auftreten, ist auch %6,26’:% nicht
ai J

invertierbar.

6.2 Hamiltonformalismus fiir Lagrangefunktionen
der Form (6.1, 6.2)

Fiir eine Lagrangefunktionen der Form

1 n
L=2) mu(a)?+) e Vi(x,...,a") + O(e"H) (6.5)
s=0

(e = %) sind die im Abschnitt 3.2 beschriebenen Schritte zur Ermittelung der

Zwangsbedingungen und der Ubergang zum Hamiltonformalismus fiir beliebige
Funktionen V; durchfiihrbar. Wir wollen die von X. Jaen, J. Llosa und A. Molina
[3] entwickelte Methode nun kurz beschreiben. Zur Vereinfachung fiihren wir fol-
gende Notation ein: «, § bezeichnen ein Paar (a,7), wobei a die Teilchennummer
(a = 1,2) und i die Komponente des Vektors bedeutet i = 1,...,3, m, = m, ist
die Masse des Teilchens mit Nummer a.

Zunichst sind die Lagrange-Zwangsbedingungen zu bestimmen. Wie wir gesehen
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haben, (Abschnitt 3.2.1) miissen wir dazu die Nullvektoren der Hesse-Matrix

0%V,
Haﬂ = f-:nTn(n) (66)
Oxe 0
zu berechnen. Dazu nehmen X. Jaen, J. Llosa und A. Molina an, % sei
T 0Ty

invertierbar!. Nullvektoren sind dann alle Vektoren, die ein Vielfaches von ¢ sind.

Damit erhalten wir als primére Zwangsbedingungen aus den Euler-Lagrange-

Gleichungen
x(%)aZiL + fs(x )y =0 3.6]
« ax&n)ax(ﬂn) B\Ly .., .

die primiren Zwangsbedingungen
efslz,. .., a® V) =0. (6.7)

Da % invertierbar ist, gibt es keine weiteren priméiren Zwangsbedingungen.
T OFg

Fiir die spezielle Form der Lagrangefunktion (6.5), lassen sich die Euler-Lagrange-
Gleichungen als
—moz) + e Ags(, .., a®)) = O(e") (6.8)
s=0
. d\" oV,
Ags = - ) —= 6.9
,z: ( dt) oz (69

schreiben, als primére Zwangsbedingungen ergeben sich also:

n—1
€ [—maxg? + Y e Ags(@, x| = O™ ). (6.10)
s=0

Man kann aus diesen eine minimale Menge von zeitlich stabilen Zwangsbedingun-
gen (vgl. Abschnitt 3.2.1)

—maz™ + ZesBa,r,s(x,x(l)) =0E"), r=2,....,2n—1 (6.11)
s=0

ableiten. Dabei ergeben sich die Zwangsbedingungen und die Funktionen B, ,

1Vgl. dagegen [59],[60].
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auf folgende Weise aus den priméren Zwangsbedingungen und den Ag;:

Zunéchst multipliziert man (6.10) mit "' und erhélt

1
ez = " — Ao (x) + O(e™H). (6.12)

[0}
«

Dies wird nun r-mal abgeleitet und sobald 2% vorkommt, wird es durch (6.12)

eliminiert. Es ergibt sich

1
gnx(Z-i-r) — 5nm—Bo¢,2+r,0(x;$(1)) + O(g(n+1)), (613)

«
Dies ist fiir r = 0,...,2n — 3 dquivalent zu den den Zwangsbedingungen (6.11)
multipliziert mit e (hohere Ableitungen sind keine Zwangsbedingungen mehr).
Nun wird (6.10) mit £~ multipliziert. Es ergibt sich

1
e ta® = et [An(2) + eAm (2,20, 23] + O(e" ). (6.14)
Die Beschleunigunsabhiingigkeit von Ag;(z, ("), ) kann mit (6.13) eliminiert
werden:

1 .
S L [AaO (z) + eAni(z, x(l))] +O(e"). (6.15)

«
Dann wird wieder r-mal abgeleitet und auftretende Beschleunigungen werden

durch Einsetzen von(6.15) eliminiert. Es ergibt sich:

1

St = e [Baguro(a,oM) + eBagira (e, aM)] + O, (6.16)
was fiir r = 0,...,2n — 3 dquivalent zu den den Zwangsbedingungen (6.11) multi-

pliziert mit "~ ist. Mit diesem Verfahren erhilt man nacheinander die Zwangsbe-

n—1

dingungen multipliziert mit £”, e"~!, ..., ¢* und die entsprechenden B, 5., ¢(z, (V).

Damit kann man die hoheren Ableitungen in der Bewegungsgleichung eliminie-
ren und man so die Zwangsbedingungen (6.11) erhalten. Tatséchlich sind diese
zeitlich stabil: Die Bedingung fiir zeitliche Stabilitat ist
n
—mar® 4 ZesBaygnys(x, zW) = O, (6.17)
s=0

Einschrianken der Bewegungsgleichung auf die Zwangsbedingungsfliche (Elimi-
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nieren aller hoheren Ableitungen aufer 2™ durch die Zwangsbedingungen) und
Einsetzen der Bedingung fiir zeitliche Stabilitit ergibt wieder eine Zwangsbedin-

gung, d. h. die Bewegungsgleichung impliziert auf der Zwangsbedingungsfliche
mer?™ & Z £°Baon.s (2, 21) + O (™) (6.18)
s=0
und damit die zeitliche Stabilitét.
Sind die Zwangsbedingungen bekannt, so kann man die B, o4, s(, ) ermitteln,
indem man die r-te zeitliche Ableitung von Ay (z, ..., 2(3*)) bildet, wobei auftre-

tende hohere Ableitungen mit Hilfe der Zwangsbedingungen eliminiert werden.

Die Ostrogradski-Transformation kann nun als

o = maaMso + 70, (2, .., 2 7D) 4 O(e™™) (6.19)
n—j—1 s l
S ey d\" OWViijn
(I)ja = ~ g 2 <_E> W (620)

geschrieben werden. Durch Eliminieren der hoheren Ableitungen in (6.19) und
Beibehalten der ersten n —2 Zwangsbedingungen konnen die Zwangsbedingungen

in den Hamilton-Formalismus iibersetzt werden:

1

Wi = [L‘((ll) _ [HOa — 6¢0a($,$(1))] = O(8n+1) (621)
1

Wra = 20— — By (x,2M) =0("Y), r=2,...,n-1 (6.22)
Mq

Xja = Mo — 70, (v,2M) = 0", j=1,...,n—1. (6.23)

Dabei ist By, (z,2M) = Y0 Boys(r, 2) und @, (2, V) erhilt man aus

D, (,...,2?"=7=D) durch Eliminieren der hoheren Ableitungen mit den Zwangs-
bedingungen.

Die Zwangsbedingungen definieren eine Untermannigfaltigkeit I" des Phasenraums,
als deren Koordinaten wir x,, [1y, wihlen konnen (eine andere Moglichkeit wére
Ta, 338)). Man kann auferdem zeigen, dass die Zwangsbedingungen alle zweiter
Klasse sind, die Determinante der Poisson-Klammer-Matrix D der Zwangsbe-
dingungen also nicht verschwindet. Durch ein iteratives Verfahren konnen die

einzelnen Ordnungen von D~! durch Untermatrizen von D ausgedriickt werden

84



(vgl. Anhang D).
Wir konnen damit auf I' die Dirac-Klammer einfiihren. Die zeitliche Entwicklung

einer Funktion auf der Zwangsbedingungsfliache ist dann durch

dF oF

—={F H}"+ — 3.63

=Ry 3.63
gegeben. Dabei konnen die Zwangsbedingungen vor Ausrechnen der Klammer
eingesetzt werden. Wir werden spéter jede Funktion auf I' durch (z,Il;) aus-
driicken. Es ist dann ausreichend, wenn wir die elementaren Dirac-Klammern
dieser Variablen berechnen. Dazu muss die inverse Matrix D! nicht vollstéindig

n+l hekannt sein. Die elementaren Dirac-Klammern konnen

bis zur Ordnung e
durch Untermatrizen von D! und Funktionen ® und B,; ausgedriickt werden.?

Fiir ein Zweiteilchen-System mit n=2 lauten die elementaren Dirac-Klammern:

1 0P, 0P
x 2 B la 3
{Za, x5} =¢ S lax(al) 333(51) +0(e”)
. 1 0914 6.25
{za, s} :50‘ﬂ+62m—a6—x5+0(83) (6.25)

{Ioa, os}* = O(£?).

Daraus kann man auf die beziiglich {.,.}* kanonisch konjugierten Variablen schlie-

Ken:

1
Qo = 1o — 23— P14(, :1:(1)) + O(e%)
Ma (6.26)

P, =y, + O(?).

Offensichtlich erfiillt @), als Funktion von Ort und Geschwindigkeit nicht mehr die
harmonische Eichung (post-Newtonscher Fall) bzw. ist nicht durch eine Lorentz-
transformation erreichbar (post-Coulombscher Fall). Damit ist klar, dass keine
Beschreibung der Systeme durch kanonische Koordinaten moglich ist, die die ent-

sprechende Eichung respektiert.

2Gleichung 26a)-c) in [3], allerdings gibt es im letzten Term von 26c) einen Druckfehler, es
muss

0%, 1 OB, 0%, 1 0B,

Vi (6.24)

aQOt m_I/ a(JB aqﬂ m_ll aQOt ’

heifsen, der Faktor m%, fehlt.

85



6.3 Verallgemeinerung der Methode von Ref. [3]

Ein Doppel-Null-Term ist ein Produkt zweier Terme, die bei Einsetzen der Be-
wegungsgleichung in niedrigster Ordnung null werden.® Wir konnen solche Terme
in hochster Ordnung in die Lagrange-Funktion einsetzen, ohne die Dynamik zu
verdndern [55]*. Damit konnen in hochster Ordnung die Summanden, die quadra-
tisch in den hoheren Ableitungen sind, hinzugefiigt oder eliminiert werden. Um
die Methode von [3| anwenden zu konnen, miissten wir Doppel-Null-Terme zur

2pN-Lagrange-Funktion hinzufiigen, da % nicht invertierbar ist. Tatsach-
"

at bj
lich ist das nicht notig:
Wir wollen nun zeigen, dass man die Methode von [3] anwenden kann, auch wenn
32Vn . . . .
— 2y hicht invertierbar ist.
ox, .’ 0

at by

Nehmen wir an, % sei nicht invertierbar, 1}, hinge aber von allen xfﬁ) ab.
Dann besitzt (6.6) azlun;chst alle Vielfachen von ¢ als Nullvektoren und zusétzlich
noch R Vektoren A,,. Die Kontraktion mit einem dieser Vektoren fiihrt nicht
zu identisch erfiillten Zwangsbedingungen, da die Euler-Lagrange-Gleichungen in
nullter Ordnung unabhéngig voneinander sind. Es treten also keine beliebigen
Funktionen der Zeit auf. Wir bestimmen zunéchst die Zwangsbedingungen, die
aus der Kontraktion der Bewegungsgleichung mit Vielfachen von e resultieren.
Da in die Ableitung der Zwangsbedingungen in Abschnitt 6.2 die Invertierbarkeit

FROPNO) g)‘a/n(”) nicht einging, konnen wir die Herleitung iibernehmen. Es ergeben
. 0x, .
ai bj

sich wieder die Zwangsbedingungen (6.11).

von

Die zusitzlichen Nullvektoren hingen nur von z, ...,z ab, da H s nur von die-

sen Variablen abhingt. Mit (6.10) ergeben sich die priméiren Zwangsbedingungen

Z Ara(2, ...,aj(”)) —maxff) + ZssAas(x, ceey x(2s)) = O(e”“), r=1,...,R
a s=0

(6.27)
wobei (2" in dieser Kombination nicht vorkommt. Dieser Ausdruck darf auf die

bereits ermittelte Zwangsbedingungsflache eingeschrinkt werden. Das heifst, wir

3Dies ist verallgemeinerbar, typisch ist aber ein Vorkommen in héchster Ordnung, wo die
Bewegungsgleichung in niedrigster Ordnung ausreicht.

4Beliebige Zeitableitungen dieser Terme sind wieder null, wenn man die Bewegungsgleichun-
gen in niedrigster Ordnung einsetzt. Fiir die partiellen Ableitungen nach z,z™, ... z(™ gilt
die Produktregel. Daher gehen diese Terme in die Bewegungsgleichungen nicht ein.
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2n—1

diirfen fiir z®, ..., 2?1 die Zwangsbedingungen (6.11) einsetzen. Wir haben

aber gesehen (vgl. Abschnitt 6.2), dass das Ersetzen der Variablen in A,, durch
die Zwangsbedingungen auf B, fiihrt (s = 0,...,n). Wir erhalten fiir (6.27):

5™ a2 ™) [—max@ +25SAas(x,...,x<2s>)]
Q@ s=0

~ Y Avalz,a) [—max(j) +Z€sBa,2,s($,$(1))] ~ O(e") (6.28)
o 5=0

(6.11)

Die zusitzlichen Nullvektoren erzeugen also keine weiteren Zwangsbedingungen,
2 (n)
% anwendbar, auch

Lai OLy;
dann, wenn die Hesse-Matrix verschwindet, wie bei den von uns betrachteten

5

das Verfahren ist auch fiir Systeme mit singuldrem

Systemen.

6.4 Hamiltonfunktionen
Die 2pN-und 2pC-Hamiltonfunktionen ergeben sich mit den Ostrogradski-Impulsen
(3.7) bzw. (6.19) und mit

n—1
H=-L+» gt 3.17]
4=0

Wir geben H durch die Koordinaten (g, ITy) ausgedriickt an. Fiir Hypy erhalten
wir: . )
H2pN - OHN + g 1HN + C_4 2HN (629)

mit den expliziten Ausdriicken

(6.30)

SInsbesondere dndern Doppel-Null-Terme den Formalismus nicht: Unabhingig vom Hinzu-
fiigen von Doppel-Null-Termen ist der Formalismus durchfiihrbar. In die Bewegungsgleichungen
gehen die Terme nicht ein, damit auch nicht in die Zwangsbedingungen. Auch aus den Koor-
dinaten und Impulsen werden sie eliminiert, sobald man diese durch (z,Ily) ausdriickt, da die
Bewegungsgleichung nullter Ordnung eine zeitlich stabile Zwangsbedingung ist.
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1@ mille 2 mollyy?
+o— [7(H01H02)—3 I
27‘12 mo my
+ (H01n12) (H02n12) }
1 G2m1m2 (m1 + mg)
2 T122
1 I,
2H — 01
N6 mys
1 G IR
— 1220 15mymallgy* Iy, 2
16 mq2rme? my

+14myme (H02n12)2 H012 - 4m22 (H02n12) (H01n12) H(n2
—|—4m22 (H01H02) H(n2 — 2mymy (H01H02)2
—12mymsy (H02n12) (H01n12) (H01H02)

—3myms (1_[017112)2 (1_[02Tl12)2 ]

1 G?
+ - [22771231_[012 + 47m1m221_[012 — 4m23 (HOlTng)Q
8 r2myms
—70m12m2 (H01H02) + 16m12m2 (H01n12) (H02n12)
—137"”0177122 (H01n12)2]
G3
— M [—19m1m2 — 4m12]
r3
+1+— 2. (6.31)

Dabei bedeutet ,,+1 <— 2 dass der gesamte Ausdruck noch einmal mit ver-
tauschten Teilchenindizes dazuaddiert wird. Dies schliefst auch in den Teilchenin-
dizes symmetrische Terme ein.

Die 2pC-Hamiltonfunktion lautet:

1 1
Hy,e = "He + 3 'He + 4 ’Hc (6.32)
mit den expliziten Ausdriicken
g ?  Tlpy?
O = 0L 4 202 G© (6.33)

2my 2me r
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1
He=— - - ——=
’ S’ §ma (6.34)
€162
—= [Ty, 11 I1 I1
> Ty [(Ip11Lg2) + (n12llpe) (1121101)]
1 I, ®
2}{ — 01
¢ 16 n115
1 €1€2

- - = H 2H 2_2 H 2]___[ 2
16 m2my2r | 02 O (Ip2mi2)” oy

mo (H02n12) (H01n12) H(n2 4 4m2 (H01H02) H012

my my

-2 (H01H02)2 +3 (Hm”m)2 (1102”12)2

+4

(6.35)

1 622612
2 2
8 2m 2, [H01 + 3 (Ip1n12) }
1°Mo
623613
8mymor3

+1<+— 2.

Dies ergibt bis zur ersten Ordnung wieder die funktionale Form der 1pN/1pC-
Grofken, da Iy nach (3.8-3.10) bis zur ersten Ordnung mit p iibereinstimmt.
Die 2pN-Terme konnen iiberpriift werden, indem man sie durch die Koordina-
ten (z,2(") der Zwangsbedingungsfliiche ausdriickt. Sie stimmen dann mit dem
2pN-Term der Energiefunktion in [32] iiberein. Die 2pC-Terme werden durch das
Ergebnis von T. Damour und G. Schéifer in [61] bestatigt.

Die beiden Lagrangefunktionen von T. Damour und S. Kopeikin sind bis auf einen
Doppel-Null-Term und die totale Zeitableitung einer Funktion M identisch. Da-
mit hingen die Hamiltonfunktionen iiber eine verallgemeinerte kanonische Trans-
formation zusammen. Geht man zu kanonisch konjugierten Variablen {iber, so
ergibt sich eine kanonische Transformation. Bemerkenswert ist, dass man hier fiir
L' = L+ed M, (2)+e2 4 My(z,2M)) = L+4 M (z,21) nach dem Ubergang zu ka-
nonisch konjugierten Koordinaten sogar dieselbe Erzeugende wie im gew6hnlichen
Fall erhilt: Fy(Q,P') = QuP, — M(Q, P'). Weil M nicht explizit zeitabhingig
ist, miissen nur die Koordinaten mit der entsprechenden Erzeugenden ineinander
umgerechnet werden um von einer Funktion zur anderen zu gelangen, was als

zusdtzlicher Test fiir die Richtigkeit der Ergebnisse benutzt wurde.
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6.5 Die Erzeugenden F; und J,

Auf dem prolongierten Phasenraum der Zweiteilchen-Systeme 2pN und 2pC sind
Impuls und Drehimpuls nach Abschnitt 3.4.2 durch

2

P = Z Ioa; = o1 + Ipo; (6.36)
a=1
n-1 2 2

Ji = Z Z Eijkx((jj)nsak = Z €ijkTajlloar + eijkx,%')nlak (6.37)
s=0 a=1 a=1

gegeben. (Hier und im Rest des Abschnittes soll iiber j, k summiert werden.) Die
Einschrinkung auf die Zwangsbedingungsfliche ergibt (mit den Bezeichnungen

von Abschnitt 6.2) in Koordinaten (g, Ily) geschrieben

Pyl = Tlpi + oz (6.38)
2
1
Jilp = ;%k(%‘—52E‘1’1aj($,ﬂo))ﬂom (6.39)

wobei ®,;(7,1ly) = ®14;(x, 2V (z,1y)). Eine Newtonsche Substitution ist hier
ausreichend, nach (6.21) gilt x&l)(aj, IIy) = 1;—0: + O(e). Explizit lautet der Aus-

druck fiir J; im Newtonschen bzw. Coulombschen Fall:

1
JopNi = OIni + ) N (6.40)
OJNi = €ijk$1jH01k + €ijk$2jH02k (6-41)
7G
2ni = — Gijkzﬁl(nIQHOl) o110k
1
+ €ijk= ((m121Tg2)? my — Ty ge?) w1, 1Tg1

8rm1m2 (642)

1
+ €ijk g ((n12H02)2 my — Tmallo”) @151l

8 rmyims

+1+—2

1
Jopci = *Jci + o “Jei (6.43)
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0

Joi = €ijptilown + €ijrroi1loo (6.44)

9 1 (ITp1ma2) ITo1 1102k

Jci :ﬁijkele21 P
21

1 €1€2

+ (7""011_[022 —my (H02n12)2) 211 To1k

i — 2
I8 rmy2my?2

1 ee
e (_m2H012 + may (H01n12)2) 2151 Toox, (6.45)

Mit Poyn, Jopn konnen nach Umrechnung auf Koordinaten (z, (M) durch die
Ergebnisse von [32] bis zur zweiten Ordnung bestétigt werden.

Bis zur zweiten Ordnung in C% treten keine Korrekturen zur gewohnten Form des
Gesamtimpulses auf. Fiir den Gesamtdrehimpuls gilt dies bis zur ersten Ordnung.
Geht man zu kanonisch konjugierten Koordinaten (Q,P) iiber, so ergibt sich mit

(6.26) aus (6.38, 6.39)

2

P = Y P, (6.46)
a=1
2

Ji = ) €ikQaj Pk, (6.47)
a=1

dabei bezeichnet P, = P,(z(Q, P),1Iy(Q, P)) die durch kanonische Koordinaten
ausgedriickte Grofe. P; bzw. J; sind also beziiglich kanonisch konjugierter Varia-
blen wieder die Erzeugenden der gewohnlichen Translation bzw. Drehung. Der
Grund ist, dass die Zwangsbedingungen unter Translation bzw. Rotation formin-
variant sind, d. h. dass die Zwangsbedingungsfliche bei einer solchen Transforma-
tion in sich iibergeht. Die Einschréinkung der Translation/Drehung ist damit eine
Translation/Drehung auf I’ und die Erzeugenden einer Translation /Drehung neh-
men beziiglich kanonisch konjugierter Koordinaten die Form (6.46, 6.47) an. Es ist
klar, dass damit auch die Euklidische Algebra (2.19-2.21) erfiillt ist, ferner gelten
die Relationen (2.22, 2.23), d. h. die verallgemeinerten Grofen Gesamtimpuls und
Gesamtdrehimpuls sind bis zur 2. Ordnung erhalten bzw. die Hamiltonfunktion

ist invariant unter Translation und Drehung im Phasenraum.
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6.6 Die Erzeugende G;

Hier ist es zweckméifig, zu kanonisch konjugierten Koordinaten zu wechseln und
K; zu bestimmen. Zur Berechnung bieten sich zwei Methoden an:
1. Die Methode der unbestimmten Koeffizienten [52]: Das Transformations-

verhalten von K; unter Drehungen ist durch (2.26) gegeben, d.h. K; lautet

2

K=Y My(Q,P)Qui+ No(Q, P) Py (6.48)
a=1

mit zwei skalaren Funktionen M,(Q, P), N,(Q, P). Aufgrund der algebrai-

schen Struktur der Differentialgleichungen fiir K; liegt es nahe, fiir M, (Q, P)

und N, (Q, P) Summen von Monomen

Cnoninangnans T (P)" (P3)" (PLP2)"™ (fuag P1)"™ (fng Po)"® (6.49)
anzusetzen, mit einer ganzen Zahl ny und natiirlichen Zahlen n,..., ns.
Die zu beriicksichtigenden Tupel ny, ..., n5 ergeben sich dann aus der Di-

mension der entsprechenden Ordnung von K;. Die im Fall 3pN auftretenden
In-Terme werden gesondert beriicksichtigt. Eingesetzt in die partiellen Dif-
ferentialgleichungen (2.24-2.27’, 3.120) ergibt sich ein lineares Gleichungs-
system fiir die Koeffizienten. Die Koeffizienten wiren iiberbestimmt, aller-
dings sind nicht alle Gleichungen unabhéngig: Fiir unsere Systeme existiert
eine Losung. Beriicksichtigt man nur die Gleichungen der Poincaré-Algebra,
bleiben Koeffizienten unbestimmt.°
2. Explizite Integration: Das Differentialgleichungssystem aus Weltlinienbe-
dingung (3.119) und Gleichung (2.25) der Poincaré-Algebra lisst sich ele-
mentar integrieren (vgl. die Abschnitte 4.3, 5.3). Nach Bestimmen einer
Losung wird durch Einsetzen gepriift, ob durch sie alle Gleichungen der
Poincaré-Algebra erfiillt werden.
Die Methode der unbestimmten Koeffizienten ist besonders bei héheren Ord-
nungen von Vorteil, wenn ein Computeralgebraprogramm eingesetzt wird.” Die

Ergebnisse wurden fiir 2pN und 2pC mit Methode 2 von Hand iiberpriift. Nach

®Bei Anwendung des Verfahrens auf das 1pN/1pC-System erhélt man einen unbestimmten
Faktor « als Teil eines Terms aA, mit dem Runge-Lenz-Vektor A, vgl. Anhang A.
"Hier wurde Maple 8 verwendet.
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der Berechung wird K; wieder durch die Koordinaten (z, Ily) ausgedriickt.

Fiir das post-Newtonsche bzw. das post-Coulombsche Zweiteilchen-System ergibt

sich: . .
Kopni = "Kni + = Ko + = Kxi (6.50)
Kxi = magy; 4+ Moy (6.51)
111 1 py? 1 Gmym
1KvNZ' = 5 011 X 5 022 To; — 5 ! 2(.T1Z' + xgi) (652)
1 xq;11
2 _ 124101
KN T g m13
1 G 9 9
gmlmQ [7m2 ni2illo1” — 14mymy (n12H02) oy,
—1477122 (n12H01) o1 — m22nz’ (n12H01)2]
1G Mo 1191
+ Z? |: — 6% + T1; (71121_[01) (nlgl'[og) (653)
1
+ Txy; (H01H02)]
1 G?*mym
Z# [—5m1 + 7m2] T4
+14+—2
0 1y 1,
KQpCi = "K¢i + g K + 6_4 K (6.54)
Koi = myay; + mady (6.55)
1112 1 11,2 lee
1KCi = Em—lx“ + Em—me + 5%($1z + xgi) (656)
1 2
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2
o == 8 my?
1
1 eep 7712”121'1_[012
S — + 2 (n121lpg) gy,
8 mimo my

oy ) Moy ; (n1o1lgy)?
+2m2 (n12 01) 01z+m2n12 (n12 01)

my my (657)
1 €1€2
- - 1111 II II ;
4 11, [( 01 02)+(n12 01)(”12 02)]171z
1 612622
_ n .
4 rmy 12
+1+—2

Das Ergebnis fiir 2pN stimmt — nach entsprechender Umrechnung — mit dem Er-

gebnis in [32] bis zur zweiten Ordnung iiberein.

6.7 Die Eindeutigkeit des Ergebnisses

Wir werden zeigen, dass f(@)i im Falle 2pN/2pC eindeutig bestimmt ist. Da-
mit sind auch K(); und G(y); eindeutig bestimmt®. Betrachten wir zunichst die
Weltlinienbedingung in kanonischen Koordinaten:
{xaia K(2)j}*‘z(Q,P),H(Q,P) - {i‘aia Kj}Q,P
1 - . . .
_= {Qai+€2g®1ai, 0Kj+€ 1Kj+€2 2KJ}Q,P
a
= eTuj{Tai, Hiqp
= 5i‘aj{fi'ai; Oﬁ}Q,P + 62 Zi‘aj{li‘ai, If‘j}Qyp. (658)

Gleichung (2.25) lautet

{kj,f‘j}@yp = {ij +e 1Kj +€2 2kj, 0ﬁ[+6 11{I—|—€2 21{1}@,13 (2:25) p] (659)

8Die Koordinatentransformation ist ein Diffeomorphismus und P; ist eindeutig bestimmt
(vgl. Abschnitt 6.5).
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Wie in Abschnitt 6.5 begriindet, hat J; die Form J; = ZZZI 22:1 €ijkQaj Par (vgl.
(6.47)). Damit ergibt Gleichung (2.26):

{Ji, KijYor = {Ji, "Ki}or + i, 'Kitor +*{Ji, *Ki}or
3

= > e Ki + 2 'Ky + 22 ’Ky). (6.60)

(2.26) “—

Da kanonisch konjugierte Variablen und Phasenraumvariablen in 0-ter Ordnung

iibereinstimmen, behilt die nullte Ordnung der Hamiltonfunktion H die Form

2

2
. P,
'H = §_1 277‘;@ +U(Q). (6.61)

Fiir die nullte und die erste Ordnung der Gleichungen kénnen wir aufgrund der
Form von °H, J; und {.,-}o.p genauso vorgehen wie in den Abschnitten 4.3 und
5.3 um die Eindeutigkeit der nullten und ersten Ordnung zu zeigen, nur dass statt
der Koordinaten x, p stets @), P eingesetzt werden muss, die einzelnen Groéfen eine

Tilde bekommen und wir mit f(i statt mit GG; arbeiten:

Wir nehmen also wieder an, es gébe eine zweite Losung f(l’ = K, + f; mit f; =
fi(Q, P). Wir entnehmen zunédchst der nullten Ordnungen der Gleichung (6.58),
dass °f; nicht von den P,; abhiingt: Gleichung (6.58) muss nach Voraussetzung
von K! und von K; erfiillt werden. Bilden der Differenz ergibt in der nullten

Ordnung:

2°f; =0 = % ="'%(Q) (6.62)
0Py ‘ e '
K! und K; werden in (6.59) eingesetzt und es wird wieder die Differenz gebildet.

In nullter Ordnung ergibt sich

2 3
Pak 0 f _
>N o ag)ak =0. (6.63)

a=1 k=1

Wegen der Unabhéngigkeit der Koordinaten Qq;, Pp; also

0°f;(Q)

0 0 = i =const (6.64)
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Aus der nullten Ordnung von Gleichung (6.60) folgt schlieflich

3

w

0={Ji, fiYar = {Ji, K} = Ki}or =D e Ky — °Kp) =D et
k=1 k=1
= =0 = K ="K. (6.65)

Der Beweis der Eindeutigkeit der ersten Ordnung ist sehr dhnlich: Aus der ersten
Ordnung von (6.58) folgt 'f; = 'f;(Q). Die erste Ordnung von (6.59) ist

{K;, *H}q.p + {°K;, ‘H}op =0, (6.66)

wobei f(]’ dieselbe Gleichung erfiillt. Wir wissen aus (6.65), dass K/ von K; friihe-
stens in der ersten Ordnung abweicht, also K/ = °K; +¢ 'K!+&? ?K!. Subtraktion
der Gleichung (6.66) mit K; von der mit f(]’ ergibt daher in erster Ordnung;:

{'K; — 'K}, "HYqp ={'f;(Q), "H}gpr = 0
Paka f _
ZZ mg 852(1]4; =0

a=1 k=1
0'1;(Q)
aQak

0, (6.67)

also 'f;(Q) = const. Aus der ersten Ordnung von Gleichung (6.60) folgt dann

3 3
0={J, fitor ={Ji 'Kj— 'K;}or =Y en( 'K — 'Ki) =Y eisi '
k=1 k=1
= =0 = 'K/="K. (6.68)

Die Eindeutigkeit der zweiten Ordnung folgt vollig analog: Wir wissen nun, dass
K! = °%K; 4+ ¢ 'K, + €% 2K! gilt. Setzt man nacheinander f(J’ und K; in Gleichung
(6.58) ein und bildet die Differenz, bleibt nur der Term iibrig, der 2K} — %K

enthalt: ~ ~
0Kj — °K;) 9%

g (6.69)
Es folgt ?f; = °f;(Q). Gleichung (6.59) ergibt
{°K; = °Kj, *H}op = {;(Q), "H}qp = 0. (6.70)
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Aufgrund der Unabhéngigkeit der einzelnen Koordinaten Fp;, Qp; konnen wir

schliefen:

2 3
Pak 0 f _
;; My 8520,]4; =0
0%;(Q)

=
aQak

0, (6.71)

also %f; = const. Einsetzen von von K/ und K; in Gleichung (6.60) und Differenz-

bildung ergibt:

3 3
={Ji. fitor ={Ji K — Ki}or =Y Ky — °Kp) = eiji*fr
k=1 k=1
= Ch=0 = K =K. (6.72)

Dieser Induktionsbeweis lasst sich auch auf hohere Ordnung anwenden. Insbeson-

dere ist klar, dass wir im Falle 3pN vollig analog verfahren konnen.
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Kapitel 7

Das post-Newtonsche
Zweitellchen-System in dritter

Ordnung

Die Ordnungen 2.5pN und 3.5pN werden hier vernachléssigt. Alle Relationen
dieses Abschnitts sind Relationen auf R[%]/[%].

7.1 Lagrangefunktion

Die 3pN-Bewegungsgleichung wurde im Jahr 2000 von T. Damour, P. Jaranowski
und G. Schifer [62] in ADM-Eichung abgeleitet und unabhingig davon von L.
Blanchet und G. Faye [63] in harmonischen Koordinaten. Die Lagrangefunktion
fiir die konservativen Terme findet sich in harmonischer Eichung in [32]. Sie hat
die Struktur

1

Lapn (2,21 2@ = Ly (z, 2, 2®) + — Lx(z, M, 2?) (7.1)
¢
1 1
= Ly(z,2W) + ) Un(z, M) + " (2, 2W, 2?)
1
+— SLn (2, 2, 2?)), (7.2)
¢

Explizit findet sich L3,y in Anhang A. Die Lagrangefunktion besitzt nicht die
Form (6.5), wir miissen den Formalismus von X. Jaen, J. Llosa und A. Molina

entsprechend modifizieren: Wir wollen °Ly als kleine Anderung des Terms 2Ly
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ansehen, in der Notation von Abschnitt 6.2 also die Lagrangefunktion
L = Lo+ Vy(z) + eVi(w, aW) + 2Vy(z, 21, 2?) (7.3)

mit Vy(z,2M,2®) = Vy(x, 2™, 2®) + eVy(w, 2D, 2?) betrachten. Die wesent-
liche Veréinderung gegeniiber Kapitel 6 ist, dass alle Grofen nun bis O(e*) aus-
gerechnet werden miissen. In Anhang C wird gezeigt, dass aus den priméren
Zwangsbedingungen, die man durch Multiplikation der Bewegungsgleichungen

mit £2 erhilt, wieder eine zeitlich stabile minimale Menge

2
Moz — ZssBa,,«,s(w, sy =0, r=2,3 [C.6]

s=0

von Zwangsbedingungen abgeleitet werden kann. Weitere Nullvektoren der Hesse-

Matrix fithren auch hier nicht zu neuen Zwangsbedingungen.

7.2 Hamiltonfunktion

Die Ostrogradski-Transformation ergibt:

Moo = maz) +edoy(z, ..., 23) (7.4)
Im,, = ezéla(x,xm,x@)) (7.5)

wobei die Funktionen ®;, beziiglich V; und Vs gebildet werden:

oV, oV, d oV,

(I)Oa = ax((ll) + ¢ axg) — 5% —ax((f) (76)
Vs
(I)la - ax—((f). (77)

Daraus folgen als Zwangsbedingungen im Hamilton-Formalismus die Relationen

Xla = Hla - 62(I>1a(x7 x(l)) = 0(64)

1
Wig = q&l) — —[Mpa — ePoalz, x(l))] = 0(eh).

(07

(7.8)
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D44 (z, 2) erhilt man, indem man die héheren Ableitungen in @, (z, ..., 22" 971)
mit Hilfe der Zwangsbedingungen eliminiert.

Als Hamiltonfunktion ergibt sich

H3,x = —Lgpn + Z Moozl + 2P (7.9)

= Hy,x + *Hy. (7.10)

Durch Koordinaten (x,11y) der Zwangsbedingungsfliche ausgedriickt, lautet der
explizite Ausdruck fiir *Hy:

5 IIy®
3H —__ v 01
N 128 m,”

1 G m23Hm6 7712H()22Ho14 m22 (H01n12) (H02n12) H(n4

— 14 o8 28
2 m13 + mq + m12

mg (1_[02Tl12)2 1_[014 i 12m2 (1_[017112)2 (H02n12)2 1_[012

_|_ R
32 rmi2mey

mz2 (H01H02) 1_[014

—28 — 36

ml2 my my

ILo; ILps)? oy 11 [y, 2
+8m2 ( 01 02) 01 12 (H02n12)2 (H01H02) H012 . 20m1 ( 02n12) 01
my ma
7"121_[022 (Homn)2 1_[012

my

—4 (H02n12)3 (H01n12) H012 - 17Ho22 (H01H02) H012 -8

mg (H01H02) (H02n12) (H01n12) 1_[012
my
—10 (H01n12) (11011102)2 (H02n12) -2 (H01H02)3 +95 (H01n12)3 (H02n12)3

+16 + 25Ty, (Ipeny2) (p1ny2) Iy, 2

+15 (Hmnm)2 (H02n12)2 (ITpy pe)

1 G? 7"121_[014 7"1221_[014 mao (H01H02) 1_[012
—— | =957 — 261 —90
* 144 r2 my? my3 my2
(1_[02Tl12)2 Ip;” ITpy° My, > ma (H01n12)2 Ty, 2
+654 + 798 ——— + 1848 5
me my my
II % gy 2 L1 Ig2) op 2 II II 1Ty, 2
_705( 02”12) 01 4 1938( 01 02) 0L 2310( 01n12) ( 02”12) 01
my my my
+36m22 (HOW?)Q 1_[012 _ 1498 (1_[011_[02)2 _ 3192 (1_[017112)2 (H01H02)
my my my
_1078 (Homn)3 (H02n12) 11146 (1_[017112)2 (H02n12)2
mq mq
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(H01n12) (H01H02) (H02n12) m
— 104
my "TLI2

13660 Mz oMz) (H°1"12)4]

1 G3 31y, 2
—501760m,2ITy, 2 — 856802201

& — 496736 o2
20160 12 o fhmz2on

—12915my> 7y, * + 147840m;myIn <i> Iy, + 562256, (TTp; Mgy)
r

(Ho1”12)2

my

—982848m12 (H01n12) (H02n12) — 38745m1m27r2 (H01n12) (H02n12)

+38745m227r2 (H01n12)2 + 1291577’1,177’1,271'2 (H01H02) + 547120m1m2 (H01H02)

3
+30240 2 + 174720my? (g1 n12)” 4 977808mymy (g nas)’

—149520myms (gin12) (Hgenis) — 147840m;2In (1> (I Ige)
1
+443520m121n <L> (Hognlg) (Hgl’nlg) — 443520m2m11n <L> (H01N12)2:|

1 1

1 G
t 50T {315m14m2 + 17427m,°my? — 3080m, °my?A
T

—6160m,%m,2In <1>}
1

+1+—2. (7.11)

Dies stimmt - durch (z,2(") ausgedriickt - mit dem Ergebnis in [32] iiberein.

7.3 Die Erzeugenden P, und J;

Gesamtimpuls und Gesamtdrehimpuls sind wie in Abschnitt 6.5 durch

2

P = Z o = o1 + o (7.12)
a=1
(n—1) 2 2

o= ) Zeijkx,&;)nsak = Zﬁijkﬂﬁg;)n(mk + eijkx,%')nlak (7.13)
s=0 a=1 a=1

gegeben. (Uber j, k wird hier und im Rest des Abschnittes summiert.) Die Ein-

schrankung auf die Zwangsbedingungsbedingungsfliche lautet

IL|, = oy + oy (7.14)
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2

1
Ji|r = ZGijk(.I'aj—62E@1aj(w,ng))noak (715)

a=1

wobei die einzelnen Grofen bis zu einer Genauigkeit von O(e*) des Ausdrucks

durch (z,1Iy) ausgedriickt werden. Explizit lautet das Resultat fiir J;:

Jspni = Japni +€° i (7.16)
3JNi :Gi'kii 9y (n12 H02) (n12 H01)2 - 37771211012 (7742 H02)
J 24 m12m22 ’ ’ ’

mo?g1? (n19, Ip;)

-3 + 6ma (n12, Ho1) (g, o)
my
2 I 3
1002 (12, 1To1) ]HOUHO%
my
e — O mallos 2 — mollg? (nrs, Tlga)?
K16 i Zimg? 211g2 11y 2llo1” (n12, Ilg2

+87’ﬂ11_[022 (n12; 1_[01) (n12; H02) — 2my (n12; 1_[01) (7112, Hoz)3

777112 (7112, Ho2)4

my 21
- — 6my (N2, 1_[02)2 (py, Mog) + 14— 2

mo mo
ma2Ilge? (nye, I1 2
+10msllgs? (n12, H01)2 +3——2 Ti 12, Ioz) G101k
2
1 G 3 Moy, > (M2, 1_[01)2
e——— | (2 I1 I1 -3
+€ijk 16 721y {( ma (ni2, Uog) (ni12, Uor) -

2 2 7"1221_[014 2 2
—10m Iy, % (na2, Ip2)” — 14T + my1Lpo” (n12, Ho1)
1

m22 (7112, 1_[01)4

—877121_[012 (n12; H02) (7112, Hm) + m - 777111_[0221_[012
1
+6my (n12, 1_[01)2 (Ioq, Hoz)] q11 o2k
1 G? ma (n1a, o)
iik— — 193 N 17— | Ty 11
+Eyk24 . [ (12, Ho1) + my o1j11o2k
1 G? [Ty ) [Ty 2 1>
+ e — 21m2 (7112, 01) . 408m2 01 68m1 02
48 r2 my my Mo
2 my (n12; 1_[02)2
+48 (TL12, Hgl) (Tllg, Hog) - 109H02 + ].00

mo

—76 (112, I1g2)* + 816 (o1, H02)] q111o1
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2

my (7112, 1_[02)2 my (n12; 1_[01)2
e |9 A2 702) 0 T2 A2y 0L
+ 6311948 r2 ma my
I, ITy0°
476 (12, o1 ) — 816 (IToy, o) + 68201 4 4081102
my mo

+1091_[012 — 48 (n12, Ip1) (12, Hp2) q151To2k

+1+—2. (7.17)

Die Ergebnisse fiir P; und J; stimmen mit [32] iiberein.

Die Zwangsbedingungen sind weiterhin zweiter Klasse, die Matrix ihrer Poisson-
Klammern D ist umkehrbar. In Anhang C werden die inverse Matrix und damit

die elementaren Dirac-Klammern berechnet. Man verifiziert dann durch Einset-

zen, dass
1 8@0 (l‘ HO)
P, = I, —¢* — ) ———= 7.18
o= Y o ) =5 (7.18)
1 1 0P, (x, I1
Qa = .’L‘a—62m—aq)1a(.’lf,no)+€3Zm—7@17($,no)$ (719)

v

beziiglich der Dirac-Klammer kanonisch konjugiert sind. Da die Zwangsbedingun-
gen weiterhin forminvariant unter Rotation und Translation sind, haben .J und

P in kanonischen Koordinaten wieder die Form

2
P = ) Py (7.20)
a=1
2

Ji = €ijkQajPu; (7.21)

a=1

7.4 Die Erzeugende G,

Wir bestimmen K;, mit K; = K;(Q, P) = G;(Q, P) + Pi(Q, P)t aus der Poincaré-
Algebra und der Weltlinienbedingung. Dabei wird die Methode der unbestimmten

Koeffizienten verwendet. Nach Umrechnen auf Koordinaten (z,Ily) ergibt sich

KBpN = KZpN + 53 3KN7 (722)
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3KN

6
i o1 2y,

16 m15
i G _42m23n12iH014 _ 6m23 (n12H01) 1_[011'1_[012
48 m12m22 mq my

—6m22 (n12H02) 1_[011'1_[012 — 30mymanyy; (Tl121_[02)2 1_[012

3 2 2
mo~T12; (n12H01) 1Ly,

_24m22n12i (n12H02) (n12H01) H(n2 -9 m
1

+18mymsy (n12H02)2 (n12H01) o1 — 4877117"121_[022 (n12H01) oy
+12mymy (n121lps) (o1 Ig2) oy; + 20m; 2 (n12H02)3 oy

my? (n12H01)3 o1,

+20 + 18my? (n121lgy) (77112Ho1)2 ITp1,

my
—48771121_[022 (n12H02) IToy; + 1277122 (n12H01) (H01H02) oy

+3m23n12i (771121101)4

- + 6my* N2 (n1211p2) (n12H01)3
1

+18my 11 (77112Ho1)2 (ITpy Ipe)

T3 (H01H02) 1_[012

; (n1aTlg)? Ty, 2
921 +14IE1 (n12 02) 01 19 0

my3 mimes my
_15¢’L“1@'H()22Ho12 . 2!L"1i (n12H01) (n12H02) H012 . 2!L"1i (HO1HO2)2
mims my? mims
T4 (n12H01) (n12H02) (H01H02) + 2x1iH022 (H01H02)
mi1Mo mo?
_251011'1_[022 (n12H02) (n12H01) _ 3$1i (71121_[01)2 (n12H02)2
mey? myme
m1$1iH024]

—12

—11
m23

2 2 2
ma ni2;1lo; mo (n12H01) Iy,

1G?
+ — = [=299mgn21e” + 68
48 r

+428my (n1211p1) Ho1; 4+ 386my (n121lpe) Io1; + 76my (n12Ilys) Moy

+ 34
my my

m22n12z’ (Tl121_[01)2

+48m1 (nIQHOQ) (’I’L12H01) Ti19; — ]_00 m
1

+13m; (71121_[01)2 n12i + 816myne; (I Ipe)

G2
+ %F 21140m2 (Hglnog) L1 — 50540m1 (H01H02) T1;

+21210m2H0121‘1i — 1064077’1,1 (TL12H01) (nIQHOQ) T1;
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22 (71121_[01)2 L1

—1470mq g2w1i — 5670ms (n1ollor ) w1 — 1680

my
Mmoo %,
+9240% + 17360m2 (TL12H01) (nlgnog) T1;
1
+210m1 (’I’L12H02)2 T1; :|
1 G3

+ Mﬁ |: - 5985m12m22 - 28702m1m23

—18480m, *myln <1> + 27442m,%my + 18480m,my°In <1> ]azu

1 T

+1+—2. (7.23)

Eine Umrechnung auf Koordinaten (z, #(!)) zeigt auch hier die vollstiindige Uber-
einstimmung mit dem Ergebnis, das V. Andrade, L. Blanchet, G. Faye im La-

grangeformalismus abgeleitet haben [32]'.

7.5 Die Eindeutigkeit des Ergebnisses

Die Eindeutigkeit von F; und J; folgt aus der physikalischen Forderung, dass es
sich um die Erzeugenden von rdumlicher Translation und rdumlicher Drehung
handeln moge. Der Beweis findet sich in Abschnitt 3.4.2. Das Vorgehen zum
Beweis der Eindeutigkeit von G'spn; ist bereits aus den Abschnitten 4.3, 5.3 und
besonders 6.7 vertraut: Man wechselt zu kanonisch konjugierten Koordinaten und
nimmt an, es gibe zwei Losungen, f({ und K, die die Poincaré-Algebra und die
Weltlinienbedingung fiir /;, ((3.120) in kanonischen Koordinaten) erfiillen. Die

Weltlinienbedingung lautet in kanonischen Koordinaten:

{ai: K5} L yopymgry =  {Tai Kjtor
= Foilai, H 7.24

om0 i Zais H}o,p (7.24)

Diese Grofe muss bis zur dritten Ordnung berechnet werden. Der Beweis, dass
K! und K; bis zur zweiten Ordnung iibereinstimmen, kann aus Abschnitt 6.7
iibernommen werden. Wir wissen dann, dass K! = °K; + ¢ 'K; + 2 2K, + % °K!
gilt und setzen K/ = K; + &>f;. Sowohl K} als auch K lésen Gleichung (7.24)

'Es sei darauf hingewiesen, dass K; in [32] die Erhaltungsgrofie ist (also unser G;) und unser
K; mit G; bezeichnet wird.

105



nach Voraussetzung. Wir setzten sie nun nacheinander in (7.24) ein und bilden
die Differenz. Es ergibt sich:

0K} — °K;) _ 0%

0= oD, ~ 9P,

= °fi="fi(Q). (7.25)

Gleichung (2.25) lautet in kanonischen Koordinaten:
{Kj, HYqp =P, (7.26)
Einsetzen von f(]’ und K, Bilden der Differenz und Verwenden von (7.25) ergibt:
{*K; — K%, "Hyg.r = {3(Q), H}qp = 0. (7.27)
Da die einzelnen Koordinaten F,;, (y; unabhéngig sind, konnen wir schliefen:
223: Py 0@ _
My aQak

a=1 k=1
9°f;(Q)

0, 0, (7.28)

also 3f; = const. Gleichung (2.26) lautet in kanonischen Koordinaten

3

{ji,f(j}Qyp = Zéijkkk- (729)

k=1

Nun werden f({ und K; eingesetzt und die Differenz gebildet. Unter Benutzung
von (7.28) ergibt die dritte Ordnung:

3 3
0={Ji, *fiYor = {Ji, K = *K;}qr = > eim(*Kf — *Ke) =Y e
k=1 k=1
= =0 = K =7K. (7.30)

Damit ist die Eindeutigkeit gezeigt. Es verbleibt lediglich die Freiheit, innerhalb
der harmonischen Eichung kanonische Transformationen durchzufiihren, die die
expliziten Ausdriicke H, P;, J; und G; in dquivalente tiberfithren (vgl. Abschnitt
6.4).
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Fazit

Im ersten Teil wurden die theoretischen Grundlagen ausfiihrlich dargestellt. Es
wurde gezeigt, wie sich der singuldre Hamiltonformalismus in einfacher Weise auf
Systeme hoherer Ordnung (in den zeitlichen Ableitungen der Koordinaten) iiber-

tragen lasst.

Im zweiten Teil wurden die Zweiteilchen-Systeme 3pN (in harmonischer Eichung)
und 2pC (in Lorentz-Eichung) unter Vernachlissigung dissipativer Terme im sin-
gulidren Hamiltonformalismus hoherer Ordnung behandelt. Zur Berechnung der
Hamiltonfunktion und der Dirac-Klammern griffen wir auf eine allgemeine Me-
thode von X. Jaen, J. Llosa, A. Molina [3] zuriick. Wir konnten zeigen, dass sie
auch auf Systeme anwendbar ist, bei denen die Determinante der Hesse-Matrix
verschwindet. Damit war eine direkte Behandlung aller gegebenen Lagrangefunk-
tionen bis zur zweiten Ordnung moglich. Die von uns ermittelte Hamiltonfunkti-
on des 2pC-Zweiteilchen-Systems konnte durch die von G. Schéfer, T. Damour in
Ref. |61] angegebene bestétigt werden. Fiir das 3pN-System musste die Metho-
de aufgrund der Struktur der Lagrangefunktion (dritte Zeitableitungen kommen

nicht vor) modifiziert werden.

Mit der expliziten Form der Dirac-Klammer konnten wir zeigen, dass fiir die
betrachteten Systeme die Ortskoordinaten nicht als kanonische Koordinaten ver-
wendet werden konnen. Es wurden Koordinaten angegeben, die beziiglich der
Dirac-Klammer kanonisch konjugiert sind, die entsprechenden Eichungen aber
nicht respektieren. Solche Koordinaten sind niitzlich, weil sie Rechnungen mit

der Dirac-Klammer vereinfachen.

Post-Newtonsche Systeme in harmonischer Eichung und post-Coulombsche Sys-
teme in Lorentz-Eichung sind manifest Poincaré-invariant. Wir konnten fiir die
Zweiteilchen-Systeme 3pN (in harmonischer Eichung) und 2pC (in Lorentz-Eichung)
explizit infinitesimale Erzeugende verallgemeinerter kanonischer Transformatio-
nen bestimmen, die beziiglich der Dirac-Klammer eine gendherte Darstellung der

Poincaré-Algebra bilden (also Erzeugende der Poincaré-Gruppe sind).

Dariiber hinaus konnte gezeigt werden, dass diese eindeutig bestimmt sind, wenn
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man die Erzeugende H als Erzeugende der Zeittranslation (Hamiltonfunktion)
als gegeben ansieht und physikalisch fordert, dass die anderen Erzeugenden die
iiblichen Wirkungen auf die Ortskoordinaten und die Impulskoordinaten haben.
Es soll sich also um die Erzeugenden der raumlichen Translation (P;), der rdum-
lichen Drehung (J;) und der homogenen Lorentztransformation (G;) handeln.
Letzteres bedeutet, dass G; die Weltlinienbedingung erfiillt. Damit ist Ref. |1] fiir
die Zweiteilchen-Systeme 3pN (in harmonischer Eichung) und 2pC (in Lorentz-

Eichung) bis zur dritten bzw. zweiten Ordnung erweitert worden.

Die Erzeugenden sind gleichzeitig Erhaltungsgrofen des Systems. Sie lassen sich
als Gesamtenergie (H), als verallgemeinerter Gesamtimpuls (P;), als verallge-
meinerter Gesamtdrehimpuls (./;) und (etwas ungenau gesprochen) als verallge-
meinerte Schwerpunktskoordinate (G;) interpretieren. Fiir das post-Newtonsche
System in harmonischer Eichung sind diese Erhaltungsgrofen in Abhéngigkeit
von den Orts- und Geschwindigkeitskoordinaten der Teilchen von V. Andrade,
L. Blanchet, G. Faye |32] im Lagrangeformalismus bis zur dritten Ordnung be-
stimmt worden. Driickt man die von uns ermittelten Erzeugenden mit Hilfe der
Zwangsbedingungen durch die Orts- und Geschwindigkeitskoordinaten aus (sie
bleiben weiterhin infinitesimale Erzeugende verallgemeinerter kanonischer Trans-
formationen beziiglich der Dirac-Klammer), so stimmen sie mit den im Lagran-

geformalismus ermittelten Erhaltungsgroften iiberein.
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Anhang A
Bemerkung zu Ref. |1]

Die Frage der Eindeutigkeit von G ist auch im Hinblick auf [1]| interessant: In
diesem Artikel wird die Poincaré-Algebra zusammen mit der Hamiltonfunktion

in O-ter Ordnung

H, = Z <mac + ) + Zvab Tab) (A1)

a a<b

benutzt, um fiir ein N-Teilchensystem 'H und 'G herzuleiten. Physikalisch wird
dabei vorausgesetzt, dass nur Zwei-Korper-Wechselwirkungen vorliegen. Als Er-

gebnis wird fiir 'G; angegeben (Gleichung (61) in [1]):

1G Z pa xaz + - Z ab rab)(xaz + xbz) + Wab(rab) (xaz xbz)] ) (A2)

a<b

mit dem symmetrischen Potential Vg,(ry) aus der O-ten Ordnung von H und
einem Potential W,(rg), iiber dessen Symmetrie nichts ausgesagt werden kann
[1, S. 1607]. Der Ausdruck We,(re) geht auch in 'H ein. Zu der Herleitung von
Gy wird bemerkt |1, S. 1606]: It should be noted that we did not use the world-
line conditions in our derivation; nevertheless these conditions are satisfied in the
order required.”

Beim Studieren der Herleitung féllt in Gleichung (A5) des Anhangs von [1] ein
Problem auf: Dort heikt es (Go;=G;, N, R,S Teilchennummern, Vig ist das
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Potential aus Hp): ,,The general solution of Eq. (57) is given by

Gy = Z TNig— 2mN + Z ZVRS TRi + Ts;)

R<S

+ 52};<;[(33Ri — 251)Wrs(Fr, T's, Dr, Ds) + (Pri + si)Wrs (Tr, s, Pr, Ps)];

(A5)

where the first sum is a particular solution of the inhomogeneous equation, and

the second one the general solution of the homogeneous one, provided that

ZZ {(@“m _ 2 <6WR5 n aWR5> + (prs + ps:) <6WR5 N 8WR5>] o

ResS aij 81:5]- 695Rj a.’L‘Sj
(A6)

Dabei ist Gleichung (57) gegeben durch:

N<R

Offensichtlich ist die zweite Summe von (A5) nicht die allgemeine Losung der ho-
mogenen Gleichung (57). Es spriche (mathematisch) nichts gegen Terme (pg; —
pgi)WRS, sofern Gleichung (A6) entsprechend erweitert wiirde.

Eine Priifung der weiteren Rechnung zeigt, dass in Gleichung (A8) Terme ausge-

lassen wurden. In der zweiten Zeile fehlt in der eckigen Klammer der Summand

OWrs
dags

(xrj — ws;) (A.3)

und in der sechsten Zeile der Summand

OWrgs
dasg (s = ng)- .
Diese heben die iibrigen ‘?g—gg bzw. %‘;VRS abhéngigen Terme auf. Damit gilt
= A9
806}{5 s 80&5}{ ( )

nicht mehr und die folgende Rechnung ist nicht mehr durchfiihrbar.
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Wir wollen nun zeigen, dass es tatsichlich nicht moglich ist, 'G,; ohne Benutzung
der Weltlinienbedingung oder weiterer physikalischer Forderungen (aufer der von
Stachel, Havas, siehe oben) bis auf eine Term W, (r4) (24 — 2p;) zu bestimmen,
dass also die Poincaré-Algebra (2.19-2.27) zusammen mit H, unter der in [1]
genannten physikalischen Voraussetzung die Groke G nicht bis auf den Term
Wap(Tap) (Tai — Tp;) bestimmt.

Dazu konstruieren wir ein Gegenbeispiel: Nehmen wir an, G(); sei eine Losung
der gendherten Poincaré-Algebra und G’(l)i = Gy + C%aAi sei eine weitere Lo-

sung (o = const.). Dann ergibt Einsetzen von Gy, in (2.24-2.27) fiir A; die

Gleichungen:
(%G, A+ {A;, OGj} =0 (A.5)
{Ai,Hy} = 0 (A.6)
{°;, A} = el (A.7)
AP} = o (A8)

Physikalisch geniigt es, ein System mit Hy der Form (A.1) zu finden, in denen
es eine vektoriellen Erhaltungsgrofe gibt, die Translations- und Galilei-invariant
ist. Die Hamiltonfunktion H = 2221 2’;%& + 1 besitzt eine solche Erhaltungsgrofe,
den Runge-Lenz-Vektor A:

A=pXx L+ (x; — .Z‘Q)/,L% (A.9)

. 1 - . .
mit p; = m(meli —mapei), L = (1 —x2) X pund p = % Dieser kann

in eine Form gebracht werden, in der man ihm die Invarianzeigenschaften (aufser
(A.6)) sofort ansieht:

(A.10)

Die Einheit des Vorfaktors o muss die einer Masse ~! sein, er kann dafiir genutzt

werden, G in den Teilchenindizes zu symmetrisieren, zusétzlich muss physikalisch
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gefordert werden, dass der Vorfaktor bei verschwindender Kopplung ebenfalls
verschwindet, so dass G; bis zur zweiten Ordnung mit dem der freien Theorie
iibereinstimmt.! Diese Forderung kann nicht durch einen Vorfaktor erfiillt werden,
der eine Funktion von =y, my, ms ist. Der zusitzliche Term ist also in diesem Sinne
nicht physikalisch.? Allerdings wird die Forderung nach Ubereinstimmung mit
der freien Theorie in [1] nicht gestellt, das heift, im Rahmen von [1] ist mit

(A.10) ein Gegenbeispiel zur obigen Aussage gefunden: A; hat nicht die Form
Wab(rab)(l‘ai — xbi) .

LA; ist offenbar antisymmetrisch, also z.B. a = B% mit dimensionslosem f3.
2Man kénnte weiterhin vermuten, dass die Erweiterung der Betrachtung auf 2pN-Terme
gegen einen Term aA; spricht. (2.25) fithrt in diesem Fall unter anderem auf

%({Ai,Ho} +{As, 'HY) =0 (A.11)

und damit auf die Frage, ob es eine 1pN-Erweiterung A; des Runge-Lenz-Vektors gibt. Eine
solche existiert tatsdchlich [64], die Abhdngigkeiten sind aber recht kompliziert und erschweren
weitere Uberlegungen.
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Anhang B

Die 3pN-Lagrangefunktion in

harmonischer Eichung

In harmonischer Eichung ist L3,x gegeben durch:

.9
Gmymy M T

L —
SpN 2r 2
1 G*m2my  myit  Gmymg 1 _ _ 3.,
g{ - 27“2 —+ 8 —+ , ( - Z(nlgllfl)(nlglé) + 5[1)1
7
— —(@17)
4
1| Gmdmy  19G*m2m2  G*mim, (T o T . .
+ 0—4{ 27‘3 + 8’[“3 + 7“2 <§(n12x1) — §(n12x1)(n12x2)
1 1 7 7 G 3
5 (nugin)? + 7 — S (i) + Z:&;) n mrlm2 (1—6(n12x'1)2(n12j:2)2
_z(n N2 -2 Z.4 § . . .o _2.2. .
3 12[1)2) Zy + 8[151 —+ 4(7’L12.’171)(7’L12.’172)(.’1711L'2) ZL‘I(ZL'l.’L‘g)
1, .. 15 5. my a9 7. )
+ g(!L‘lfL‘g)2 —+ 1—617%1?%) + 116 ! —+ Gm1m2 < — Z($1$2)(”12x2)
1 . g T N
- g(”12$1)(”12$2) + é(”mxl)l‘g
1| G*?m2my (13 ) 83 . ) 35 . )
+ E{# (1—8(71121‘1)4 + E(”12$1)3(n12$2) - F(”12!E1)2(n12$2)2
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245, .., 179, L 235 373 .

— ﬁ(nlgl‘l) Xy —+ E(nml‘l)(nlgi‘g)l‘l — ﬂ(nIQ.’EQ) + 4—8 1
529 .. 97 N 719

+ — 24 (n12$1)2($1$2) - F(n12$1)(n12x2)(x1x2) 24 331($19U2)
463 ) 7 ) 1 ) CN . . \9.
24 ($1!L"2)2 - ﬁ(nuxl)%% - 5(77112%1)(77112332)333 + Z(n12$2)2$3
463 . 19 . . 45 5mq a8

+ g Bdh — 5 ()i + g %> T

3 .. . - \2 5 = \3
+ Gmymy §($1$2)(n12$1)(n12$2) + 12(:1:1x2)(n12x2)

1 . . . 1 . 11 .. . N
+ —(n12x1)(n12:r1)(n12x2)3 + — (n12x1)(n12x2)4 + —(!131331)(77112%2)33%
8 16 4
($1$2)(n12$2) - 2($1$1)(n12$2)($1$2) + Z(x1x2)(n12x2)(x1x2)
3 . ) .. 5 . . \9. 15 D
+ —(n12x1)(n12x2)2(x1x2) - —(n12$1)(n12$1)2$3 + — (!131%1)(77112332)33%
8 8 8
15 DN 1 . . N
- §($1$2)(n12$2)$§ - 5(”12%)(”12551)(7112552)33%
5 . . G?*m?m 235 .
16(“12151)(”12552)255%) + le < DY — (&921) (n121)
29 . 235 ) 17 . .
- ﬂ(nlzt’lh)(?hzllh)2 - ﬂ(xﬁz)(nuxz) - F(n12x1)(n12$2)2
185 N 235 N 185 . .. 20 N
+ — 16 (Tllgl‘l)xQ — 4—8(N12x2)l‘2 — ?(nlgxl)(xlxg) + g(nlgl‘l)x%)
Gmim 5) i 1 . . \3. N4
+ ’I“l 2 ( - ﬁ(nmxl) (Tllgl‘g)g + g(nlgl‘l)(nlgl‘g)gl‘% + g(ﬂ12x2)4x%
11 L. 1 . 11 15 . ..
- 1—6(77112$1)(77112$2)$411 + Z(n12$2)2 i} + 1—633(15 39 (n12x1)2(n12x2)2(x1x2)
+ (Tllgi‘l)(nlgi‘g)f%(fli‘g) + g(nlgx'g) xl(xlxg)
13 5 CoNg . 1 5) . \9.9.
16 4(llflﬂvz) 16(”12551)(”12552)(331552) 16(3315152) - g(nlle)%fx%
23 . 1 1 3G*mim
32 (nlgl'l)(nlgl'g)x?l’g + 1—6.T1l'2 32 (.Tll'g)x%) — T412
G*m3m? 5809 11, 22 r G3m?m3 (383
R St” Y it WS A - 12 2
A ( 280 3773 n(r’1>>+ = (24 (math)
889 . 123 ) 123 ) 305
- @(7112331)(”12332) 64 (7112331)27T + 6—4(n12$1)(n12$2)7f2 - ﬁxl
41 5.5 439,. . 41 , . . G3m1m2 8243
For it g Uhid) (x1w2)> L o0 (2d)
15541 ) . 3 ) 15611 . 17501 . .
Ty () made) 5 (mede)”  Togrdt = gy (i)
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T

22 T 22 .. T
_ gaﬁ In (T—,1> + 3(1‘1372) In (T—,1> ) }

+1<—>2+O<%>. (B.1)

5 , .
+ Zl‘g + 22(n12:t1)2 In (—,) — 22(n12331)(n12332) In (T—,>
1

Der unbestimmte Faktor A wurde von T. Damour, P. Jaranowski, G. Schifer
25] durch dimensionale Regularisierung zu A = —338T bestimmt, die Konstanten
i und 74, lassen sich durch eine Eichtransformation innerhalb der harmonischen

Eichung entfernen.

115



Anhang C

Ableitung der Zwangsbedingungen
(3pN)

In diesem Anhang sollen die Zwangsbedingungen fiir das Zweiteilchen-System in

dritter post-Newtonscher Naherung abgeleitet werden.

Nullvektor der Hesse-Matrix ist sicher jeder Vektor, der eine Vielfaches von &2

ist. Als primére Zwangsbedingungen ergeben sich damit (unter anderem):

1
2 <max£?> ~ 3 e Buaula, x“))) — 0(") (1)

s=0

Durch Ableiten und Eliminieren der auftretenden Beschleunigung mit Hilfe von
(C.1) ergibt sich:

1
2 <max§’> =3 Basle, x<l>>) — 0(") (C2)

(Vgl. Glg. (A7) in |3].) Wenn diese Zwangsbedingungen fiir alle Zeiten erfiillt sein

sollen, muss auch
1
% (wg‘“ ~ > Buala, x“))) — 0(") (C3)

gelten. Dies ist eigentlich keine Zwangsbedingung, da 25 keine Variable des Kon-

figurationsraumes ist. Aber wir kénnen daraus die Zwangsbedingungen multipli-
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ziert mit ¢ gewinnen, indem wir die Bewegungsgleichungen mit ¢ multiplizieren
und alle vorkommenden héheren Ableitungen mit Hilfe von (C.1-C.3) eliminieren.
Nach zeitlichem Ableiten und Eliminieren auftretender Beschleunigungen ergibt

sich:

2
£ (max(ar) - ZssBams(x, x(l))> =0(), r=2,3. (C.4)

2
3 (mawff) - ngBaA,s(xam(l))) = O(&"). (C.5)

Damit konnen wir in die Bewegungsgleichung eingehen und erhalten als Zwangs-

bedingungen
mazl) =3 &*Boss(w,2V) = 0(e"), r=2,3. (C.6)

Diese Zwangsbedingungen sind zeitlich stabil, weil Einsetzen aller Zwangsbedin-
gungen und der Bedingung fiir zeitliche Stabilitit in die Bewegungsgleichungen
wieder auf die Zwangsbedingung (C.6) mit r = 2 fiihrt.! Man kann nun genauso
wie in Abschnitt 6.3 argumentieren, dass weitere Nullvektoren der Hesse-Matrix

nicht zu weiteren Zwangsbedingungen fiihren.

! Die Zwangsbedingungen lassen sich also genauso berechnen wie vorher, nur dass am Ende
zweimal die Bewegungsgleichung benutzt wird.
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Anhang D

Die elementaren Dirac-Klammern
(3pN)

In diesem Anhang sollen die elementaren Dirac-Klammern des 3pN-Zweiteilchen-

Systems bestimmt werden. Alle Relationen sind Relationen auf R[e]/[£*].

Zur Berechnung der elementaren Dirac-Klammern ist zunéchst die Poissonklam-

mer-Matrix D der Zwangsbedingungen (7.8) zu bestimmen. Wir teilen sie in

S T
o (5,7 o

Sa,,B = {XlonXl,B}
001,00,

6 x 6-Untermatrizen auf:

£ (D.2)
oz Bx(ﬂl)
Tap = {Xia,wis}
1 00 1 094,
= —0pp —E— (016) g2~ 21 (D.3)
mg 8a;a mg 6355
Usp = {Wiarwip}
1 0P 0P
= ¢ ( 0w _ =20 ) : (D.4)
mamg \ 0%, Oxp
Nun ist D zu invertieren. Dazu zerlegen wir D in Ordnungen von ¢:
D = Zss D™+ 0" (D.5)

s=0
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Wie man durch vollstdndige Induktion zeigt, ist die inverse Matrix bis zur n-ten

Ordnung durch
D!= (1 +) e SN) D (D.6)
s=1

gegeben [3]|. °N berechnet sich iterativ aus

s—1

SN = — OD—I spD — Z OD—I T=S) TN (D?)
r=1
Wir benotigen D bis zur n + 1-ten Ordnung (n = 2), d. h.

3
D'= (1 +) e W) D+ O (D.8)
s=1
Explizit ergibt sich
D—l :OD—I —c OD—I lD OD—I
+52 (_ OD—I 2D OD—I + OD—I ID OD—I ID OD—I)
_|_€3 (_ ODfl 3D ODfl + ODfl 2D ODfl 1D ODfl (Dg)
+ ODfl 1D ODfl 2D ODfl

_ODfl 1D ODfl 1D ODfl 1D ODfl) )

Wir zerlegen D~! nun in Untermatrizen

D= (D.10)
YT Z

und beriicksichtigen

D.11
D.12
D.13
D.14

{a,w15} = O(°)
{xaaxw} =0
{oa, wip} = O(e)

(
(
(
{oa, 153 = O(?). (

)
)
)
)

Aus der Definition der Dirac-Klammer (3.56) ergibt sich, dass wir zur Berechnung

der elementaren Dirac-Klammern
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Y bis zur Ordnung 1
Z bis zur Ordnung 2
X nicht

benotigen. Ausrechnen ergibt:

1 0Py,

Yap =0as =620y + O(=?) (D.15)
B
P 015 0%iq
o, a],‘((ll) al'(ﬁl)

0P, 0P, 1 09,
3 v Y
-° [Z (83:(0}) - 81:&”) (m—v 6:1:(61)) (D.16)

v
oP od 1 0®
_( i (llﬂ)> <_ 8) +O0(=%).
Fiir die elementaren Dirac-Klammern erhalten wir:
[as 25} Lz (D.17)
Lo, T - « .
B Moy 8
1 09,
aaH * o= 5& — -
{Ta, g} s 9z
1 od 0d,, \ 0P
+e5 ) (13— (11) o (D.18)
5 mam'Y axa axfy (Eﬂ
0y, 0D
A (D.19)
8aja a.'lfﬂ
1 (0P, 0P, 09y, 00,
I, I} = &Y — T ) D.20
{ILe, 115} ‘ Zm7 <8xa Odrg  Oxg Oz, ( )

v
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